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Carrroro VIII, 


SUPERFICIE NON RIGATE CHE AMMETTONO 
UN GRUPPO CONTINUO DI DEFORMAZIONI 
PROIETTIVE IN SÈ. 


8 71, — Superficie con %° deformazioni proiettive 


(o collineazioni) in sè. 


A) Preliminari. 


- Volendo ricercare tutte le superficie che ammettono un gruppo 
continuo di deformazioni proiettive o collineazioni in sd, possiamo 
escludere le superficie rigate; infatti, per le rigate il problema è 
già stato risoluto al Cap. IV $ 40. Ricordiamo anche dal Cap. II 
$ 20 A) che una trasformazione 


u-u(u,v) , v-v(u, v) 
di una superficie non rigata S in sè è deformazione proiettiva o 


Semplice proiettività (*) allora ed allora soltanto che essa muta in 


sè l'elemento lineare proiettivo + di S (o ciò che è lo stesso, 
2 


——— 


(*) Siamo nel caso di una proiettività se anche la terza forma di S & 
mutata in só, : 


Fun: è Cron, Lexioni di Geometria proiettivo-differenxiala. : 26 


CAPITOLO OTTAVO [8 71, 5] 


le forme intere pa e Pa). Ora al Cap. VI $$ 61 e 62 abbiamo 
visto che una forma re può essere cambiata in sè tutt’ al più 
2 


per oo? trasformazioni distinte, sicchè possiamo subito enunciare il 
teorema: Se una superficie non rigata S ammette un: gruppo G di 
deformazioni o collineazioni in sè, allora @ ha uno o due parametri. 
- —’Inoltre segue dal Cap. VI $ 62 che condizioni necessarie e suffi- 
cienti affinchè S possegga un gruppo a due parametri G, di defor- 
‘mazioni proiellive o collineazioni in sè sono 


E (1) i P=cost. , Y=cost. 

y 

M Ora noi sappiamo [Cap. VI $ 60 (5)] che le (1) possono seri» 
|. versi anche 
E. 1 1 EE in 
ai lele ii ni 
E In particolare, per le nostre superficie valgono le 
ue H=0 , K=cost, 

E 

sH sicchè esse son tutte contenute fra quelle già determinate al Cap, VIE 
= § 69 (#) Basta esaminare gli invarianti P e W (o W") delle su- 


|. perficie ivi trovate. Distinguiamo tre casi: a) K=0, b) K4-2=0, 
9 K(K+2)+0, 


x ; B) Il primo caso K=0. 
T I valori di ® e W” sono stati calcolati a pag. 365. Essi sono 
evidentemente costanti allora ed allora soltanto che U'= V'= 0. 
= Senza ledere la generalità possiamo supporre U = V — 1, ossia 
= / (3) Bum, 
E 
qe (*) Si vede che Ie superficie cercate si distribuiscono in famiglie composto 


da oo superficie proiettivamente applicabili fra loro. 


— [8 1, O] SUPERFICIE NON RIGATE CHE AMMETTONO UN GRUPPO ecc. 891. 
Le (7) del Cap. VII 8 69 C) dànno 


(2) vs. £2 40-4-B , n= d4u+0. 


+ 


sono evidentemente 


(2) sor u=u-+a ; v=vw-+b. 
Va 


equazioni in termini finiti di S; cfr. Cap. III $ 27). Se invece 
2: A + 0, nessuna delle (2) ,, si riduce ad una proiettività. 


C) M caso X X 0, 


Sia adesso K +0, dove per ora può essere K +2 =0 o X0. 
E valori di ® e Y” sono scritti al $ 69 D. E evidente che essi - 
| Son costanti se U'— V'— 0. Per mostrare che non vi à nessun 


(1) bte dà 
| («9 Es 5(7 3 —+) 


Se p. es, U'= 0, è quindi anche V'— 0. Se invece U'V' vo 
_ si deduce > 


i y U 
iet 7) y 


D n y 8 
TE ed 3 "WU | (a = cost.) 
U-e«(u—af , V= qla 


sua ia a nuove variabili indipendenti, 


1 
Scegliendo sr z 


Le nostre superficie sono identiche alle superficie di coinci- - E , 
. denza studiate al Cap. TIL $ 27. Le deformazioni del gruppo Ga 


.  . Esse sono proiettività se 4 — 0 (allora possiamo determinare le D 


caso essenzialmente più generale, osserviamo che la seconda delle — 


zb us si A 6 
A E 
1 "TN. e Ke 
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D) Secondo caso K + 9 0; 


É Sia K --2— 0. U e V son costanti arbitrario, ma basta sup- 
porre 
DEB Van dd) 


Le (9) del Cap. VII $ 69 D) dànno 


B ERES 1 
0) owe 1 Y unie rre 


Le (12) e (14) del cit. $ dànno poi 


; s (A+ Bo +0) (u—9) — 5 La; 
O | 
E: ta = (Au? + Bu +0 (04) ius 
RE t . i gruppo G, è dato dalle | 
à (3) tor u=a+b , v=av+ò. 


% Se A = B = 0 = 0, tutte le (3), sono delle semplici proiet- . 

| tività. Se A = B — 0, C X 0, quelle soltanto per cui a*= 1 sono 
proiettività. Se non è A=B=0, tutte le trasformazioni (3) wr 
sono deformazioni proprie. 


E) Terzo caso K(K + 2)3 0. 


/ fia K «0. Le (11) del Cap. VII $ 69 D) mostrano che U="; 
si può supporre U — V = 1, sicchè le (9) del citato $ dànno 


ORB M i S cc 
pos cla Vari 


RATA \ 


> (*) Basta supporro œ? = 1. 


| [8 11, F] SUPERFICIE NON IG GA mese eim x ecc. 
Le (12), (15) e (17) del cit, $ dànno poi 
e LA: 
U=— Vi (pato (Av? Fer o), 
(4) vis 
a= r | RA testato] 


Le deformazioni in sè sono anche qui date dalle (3), e la 
riduzione alle proiettività avviene negli stessi casi di prima. Il p 
caso K>0 si trova facilmente impossibile per superficie reali, — Sg 
anche se le asintotiche fossero immaginarie. 4m 


F) Quadro delle forme fondamentali delle superficie 


con œ? deformazioni prolettive in sò. 

p=2dudv , p= du? + du, 

Dr, du, E (Av + B)du + (Au + C) dv. 
Deformazioni in sd: 


u=u+a , v=v +b. 


episode l 3 34,3 
Pa = coli T add), 


X«, du, = [aes Bv + 0) (u— v) + 


v—u. 


+ [+ntr 


»* 


894 - CAPITOLO OTTAVO [8 72, 4] 


Deformazioni in sè: 
ucau-d-b , v= av +0. 


2a? a? 
Cl | Pa= EA 
mite 


Dr du = — a | n Bv -- C) (u—v)4- 1-15 + 


+a | ves Bu + 0) (u — v) +- + ze 


Deformazioni in só: 


u=aubb , v= +o. 


$ 72. — Nuova deduzione dei precedenti risultati. 


A) Metodo di Fubini. 

Indicheremo rapidamente anche il metodo inizialmente adope- 
rato dal Fubini per trattare questi problemi: metodi che egli esteso 
anche agli iperspazi (*). 

Ogni deformazione proiettiva infinitesima della superficie in sò 
stessa dovendo trasformare in sò stesse le asintotiche è del tipo 


+ E, ove & è funzione della sola u, ed y della sola v. 


Essa dovrà trasformare in sè stesse le forme pa e qs. D'altra 


E. parte una deformazione proiettiva di una superficie non rigata in 


Sè stessa è completamente determinata se si dà il punto (uw, , vj) 
ove essa porta un punto generico prefissato (to, v). Infatti essa 


^ 


(*) Cfr. G. Funi: Fondamenti di Geometria protettivo - differenziale 
(Rend. del Circolo Matem. di Palermo ; Tomo 43, Marzo 1919). 


i CA A 
LS loda o nud 
A A e das è 
f WEA 
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deve portare le tre direzioni di Darboux p = 0 (o quelle di Segre) 
uscenti da (us, %) nelle omologhe uscenti da (w,,v,) Resta così 
determinata per ogni direzione uscente da (wo, v) l' omologa uscente 
da (u,,v,) per il fatto che il birapporto che essa forma con le 
tre direzioni di Darboux è un invariante. Pertanto il gruppo di- 
pende al più da due parametri e due sue trasformazioni infinite- 
sime distinte hanno traiettorie distinte. 
Se ne conclude che sono possibili i soli casi seguenti : 

1°) Il gruppo dipende da un solo parametro ; la sua trasfor- 

mazione infinitesima sarà, con un cambiamento di parametri wu , v 


delle asintotiche, riducibile o al tipo * (se 1 =0) oppure 


ð 
du 
| primo sottocaso, scambiare le u, v. 

2°) Il gruppo dipende da due parametri, e le sue trasfor- 
mazioni infinitesime sono permutabili. Una di esse X si potrà, 


+ + . Se fosse invece = 0, basterebbe, per ritornare al 


come sopra, ridurre al tipo + a; ove a= 0, oppure 


a= 1. Se un’altra trasformazione Y indipendente è £ i + p 


dovrà essere per la supposta permutabilità 


ð ð 
È ws + an, "T. £0; 
Quindi = cost., a, — 0, e perciò se a = 1, sarà y = cost. 

Se a=0, si potrà pure rendere n= 1, cambiando il para- 
metro v. In ogni caso, sostituendo alle X , Y loro combinazioni - 
lineari a coefficienti costanti, ció che non muta il gruppo da esse 
generato, le potremo supporre ridotte al tipo 


3°) Il gruppo ha due parametri, e le sue trasformazioni . 
infinitesime X , Y non sono permutabili: potremo allora, come è 
noto, supporre (XY) — X. 


| Se X à riducibile alla forma x, allora Y sarà del tipo 
“ + > ove, mutando il parametro v, potremo rendere 
h =v, 

Se X è riducibile alla forma + 5, di nuovo Y sarà 
riducibile al precedente tipo. : 
In conclusione dunque vi sono i seguenti tipi possibili : 


ô 0 à a 0 
du ^ v +20 du ' dv ? 


0 ô Je 0 0 0 à 
bsec ci O e i bes 


E Nel caso A) B e y sono funzioni della sola v. 
» B) f e y sono funzioni della sola w— v. 
C) B e y sono costanti. 


» D) 8 e y sono del tipo LE ; + (h, k= cost.). 


y 
» E) B e y sono del tipo : D ni (h, k = cost.) 


Ue 


Affinchè non si tratti di un caso virtuale, ma ad esso corri- 
sponda effettivamente una superficie, bisogna che le equazioni (14) 
e (15) del 8 16 D in L, M siano integrabili. Lasciando ad un 
altro $ lo studio dei tipi A, B di gruppi a un solo parametro, 
osserviamo che i tipi C, E si riducono a quelli studiati al prece- 
dente $. Quanto al caso D, le citate equazioni diventano : 


Bhk 
* L,=0 M, = -5 
E h h E 
a TY-%aU-07=7% 


E che si riconoscono immediatamente non integrabili. Questo caso D) 


CAPITOLO OTTAVO 6,4 CA 
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è perciò puramente virtuale, e nell’ attuale teoria è quindi da tra- 
scurarsi, 

Nò à difficile riconoscere quando i! gruppo trovato di deforma- 
zioni proieltive è un gruppo di pure collineazioni della superficie in 
sè stessa. Basta vedere quando tale gruppo oltre a trasformare in 
sò stesse le forme fa, +4 trasforma in sè anche la terza forma 
di du? + quo du?, ossia, posto 0 = log fr, la forma: 


(ou, — 5- — 2) det + (0, — t — M) ao; 


ciò che si riduce a un semplicissimo calcolo. 
Metodi simili si applicano anche alle superficie rigate. 


B) Metodo di Lie per i gruppi di collineazioni, 


Per le superficie che ammettono un gruppo continuo di colli- 
neazioni in sé stesse sarà bene ricordare anche il classico metodo, 
col quale Sophus Lie risolvette il problema di trovare le superficie 
che ammettono un gruppo di collineazioni in sè ad almeno 3 pa- 
rametri, indicando anche come, con calcoli però molto lunghi, si 
sarebbero potute determinare le superficie trasformate in sè da un 
gruppo di collineazioni a soli due parametri. Partendo da teoremi 
generali sui gruppi proiettivi, egli studia anzitutto le curve che 
ammettono un gruppo di trasformazioni in sò stesse, Si volge poi 
allo studio del piano, che ammette oo!? collineazioni dello spazio | 
in sè, dei coni, e delle superficie sviluppabili, lo studio delle quali 
equivale allo studio analogo per le curve, che ne sono lo spigolo 
' di regresso. Prescindendo da questi casi elementari, una superficie, 
che sia trasformata in sè da un gruppo ad r > 3 parametri, avrà 
per asintotiche delle linee ciascuna delle quali è trasformata in sè 
da un gruppo ad r — 1 Z3 parametri, e che quindi sono o cu- 
biche sghembe, o curve piane (e perciò rette). Poiché un punto 
della superficie è trasformato in sò da un gruppo ad r—2=2 
parametri, il quale dovrebbe trasformare in sd stessa la coppia 
delle due asintotiche uscenti da tale punto, S. Lie, studiando il 
gruppo proiettivo che trasforma una cubica sghemba in sò stessa, 


398 CAPITOLO OTTAVO [8 73, A] 


deduce che ciò è impossibile anche se una sola delle citate asin- 


_totiche è una cubica, Nel caso considerato perciò tutte le asintotiche 


sono rette, e la superficie è una quadrica. 

Se la superficie ammette un gruppo ad 7 = 3 parametri, 8. Lie 
deduce di nuovo che le asintotiche sono o cubiche sghembe o rette. 
La figura formata dalle due asintotiche uscenti da un punto della 
superficie sarà trasformata in só da un gruppo ad almeno un pa- 
rametro (1 =r — 2). Da ciò S, Lie deduce come sopra che, se le 
asintotiche non sono entrambe rette (caso già studiato delle qua- 
driche), allora le asintotiche di un sistema sono rette, le asintotiche 
dell'altro sistema cubiche sghembe, Col calcolo effettivo deduce cosi 
che l’unica superficie non sviluppabile che ammetta un gruppo a 


dre parametri di collineazioni in sè stessa è la rigata di Cayley. 


Per le superficie che ammettono un gruppo a soli due para- 
metri di collineazioni in sè, S. Lie si limita a ridurne la ricerca 
a quella dei gruppi proiettivi a due parametri, le cui trasformazioni 
infinitesime non sono proporzionali, ossia hanno traiettorie distinte, 


8 73. — Superficie con oo! deformazioni 


proiettive in sè. Specie 4. 


A) Loro determinazione. 


La determinazione di tutte le superficie S non rigate con un 
gruppo continuo (4, ad un parametro di deformazioni proiettive (*) 
in sd richiede, come vedremo nei futuri $8, lunghi calcoli. Vi à 
però un caso particolare in cui i calcoli si semplificano assai, quello 
dove le traiettorie del gruppo G, (le curve di S trasformate in sò 
dalle deformazioni del gruppo) sono asintotiche di S. Diremo in tal 
caso che S è di specie A. Nel presente $ determineremo tutte le 
superficie di questa specie. Riferiamo S alle asintotiche e suppo- 
niamo, per fissare le idee, che le traiettorie di G, siano le v= cost. 


(*) Il caso di collineazioni è così triviale che nou ne parleremo neanche. 


^ 


EN nu 
E UN giro 


[$ 73, A] SUPERPICI NON RIGATE CHE AMMETTONO UN GRUPPO eco. $00 ei 

à Osservando che le trasformazioni di @, mutano in sd I’ equazione — 
| differenziale du = 0, possiamo evidentemente scegliere il parametro u 

in modo che le equazioni di G, siano T3 

, im 

u =u-4- t j v= v. Á E 

> J ui ` 

Se ne deduce immediatamente che f e y son funzioni della — 

sola v, Scegliendo anche v opportunamente, possiamo pertanto 
supporre E. 

(1) B—1 , qe. i. 


Per trovare effettivamente le nostre superficie, basta esaminare 


le condizioni d'integrabilità, che scriviamo nella forma (Cap. II, 8 
$ 16D) - 38 
"ME 
L, = — 3t, — Bu , M, wi Lab. US . X ` 
(2) E 
BM, Jd 28, M zs Bo = x + 27, L A Yuuu y Tra ; 
Notiamo che la terza forma latido si determina dalle E. 
L e M secondo le equazioni CIL 
CE: 
mu=-M+0,—4®, à 
= 1 . 
(3) 85 =D + 8, — 370%, 
0 = log 8]. "a 
Sostituendo nelle (2) i valori (1), si deduce — — nm. 
= 0 , M,——1' ! M, = Lu. : um 
Le prime due dànno oS 
L=U , M=—vu+/V, de. 
con U funzione della sola u e Y funzione della sola v. Sostituendo E 
E 


CAPITOLO OTTAVO (8 78, 4] 


ES qu uM y'— qU'. 
Dando qui a v un valor costante, si deduce (essendo y + 0) 


U = au? + bu + c 


— yu + V'— *(2au + b) 


= — 2ar * V'= by. 


Sia in primo luogo a=0. Sarà 120, =w + f. Ora si 
noti che i parametri œ, v non sono stati fissati che a meno di una 
sostituzione della forma 


(4) u-—au--p , = av + y, 


Si può quindi supporre y == 1 oppure y = v. Così otteniamo i due 
casi A 


y L=au+b , M=av+c; 


B=1 , y=v , L=2au+b , M= — u+ a-o 


In secondo luogo sia a» Sarà T '=— A; {= 


= esin (Av + f). Facendo uso delle (4) popsiatao supporre e= 1, 
j= 0, ed otteniamo 


2 
v B=1 , y=sinAy , Iw Sou War. 
E- 2 
m REA à) 
m = — (Au -- a) cos Av + © 


2 
Sia infine a=—£. Sarà = 41%, = diet + dere, 


Facendo uso delle (4) vediamo che basta far assumere a uno dei E 


e > PR MC Mar Cid | 
e !. J | uet A 
" s Far a 17 
Es iar ee EE - 
v? stai dea; rl 


[8 73, A] SUPERFICIE NON RIGATE CHE AMMETTONO UN GRUPPO ecc. 
valori senh Av, cosh Av, e”, c7". Otteniamo pertanto 


B=1 , —senh 4v, 

2 
=— Fe Anu b, 
M = — (Au — a) cosh Av +0; 
Q—1 , —cosh 4v, 

A? 
L=—-u + Aou +6, 
M = — (Au — a) senh Av + c; 
p=1, y=, 

Lens 
L=—-u + au -- b, 
M=(a—u)e +0; 


B=l , y=", 


=— haut, 


M = (u —aje” 4- c. 


Un quadro riassuntivo delle quantità B, y, D, M si trova alla 
. fine del Capitolo (*). Vi è omesso il caso (5); le superficie corri- 
. Spondenti ammettono infatti c0* (e non soltanto oo!) deformazioni 
.. proiettive (o collineazioni in sd). Tale circostanza non accade per 


 ——  _ _ 


. .. €) Si noti che le equazioni precedenti contengono una costanto inossen- 
. *iale [6 in (6), a in (7), (8), (9), (10), (11)] potendosi scrivere v + cost. al 
.. Posto di w, Nel quadro citato tale costante è fissata (b = 0, risp. a=0). - 


-— 


T 
" nix 
È 


402 È : CAPTNLO OTTAVO — [8 73, B] 


1? 
gli altri tipi trovati giacchè V = X non è per essi costante [ efr. 


$ 71, (1)]. Si noti anche che le deformazioni proiettive di G, non 
si riducono mai a proiettività (eccettuato (5) con a = 0); infatti 
si vede facilmente che nel caso opposto L ed M dovrebbero essere 
indipendenti da w. 


B) Altri metodi di calcolo. 


Invece di supporre scelti i parametri w e v secondo le (1), si 
uò sceglierli p. es. in modo che sia 


B= f(v) 


- Sarà un esercizio utile per il lettore il fare di calcoli in tale 
= ipotesi; per comodità indico i risultati 


i E 


Fi io 1° B=1, y=1, L=au+b, M=av+ 0; 
n 2 Bedv, y=1, L=—2 +4 2bu +c, 
; | E a 
P 
3° p=/", 1=1, L=Abu+o, 


DL 


A DUNS Td Sr 
= —— 3 — : 
a = (a 3 Jv ++ ari 


4 B=%(0), (71, dove y si determina dalla 


(v) 
€ æ de 
laa 
L= F 2 + 2au 4- c, 


Ae) OO. 
Mapa rap tr 


O ED nre A Edit t IS 


PRES : MT y 4 E 
VM PPS OD A = m b DAAL I J M 


A dé 
Re TN 
|! 2^ >. » è hs! Y 2) Á AL 


[8 74, A] SUPERFICIE NON RIGATE CHE AMMETTONO UN GRUPPO ecc, | 408 


È chiaro che queste formole sono trasformabili nelle precedenti ; 
è raccomandabile al lettore di effettuare la trasformazione nel modo 
esposto al Cap. VI $ 62. 

Avremmo pure potuto scegliere i parametri uw, v in modo 


3 che sia ; 

3 g=P(0) , Br=1; 
ES anzi, procedendo in questo modo, avremmo trovato le soluzioni piü 
rapidamente. Infatti, f e y essendo funzioni della sola v, è 

E logé — alog: o 

À êu ov dudo — — 

A ossia H= K= 0. Ora tutte le superficie con H=K=0 sono enu- 
— merate al Cap. VII $ 69 e precisamente abbiamo ivi scelto i pa- 
E. rametri w, v in modo che sia fy==1. Basta prendere quelle in 
cui B è funzione della sola v: Lascio al lettore la verifica che le 


superficie cui s' arriva nel modo ora indicato sono identiche a quelle 
precedentemente trovate. 


8 74. — Risoluzione di un’ equazione ausiliaria. 


A) Preliminari. 


Prima di proseguire la nostra ricerca, studieremo in questo $ 
un'equazione funzionale che si troverà al $ seguente importantis- 
sima per il nostro problema. D’ equazione che andiamo a studiare è 


(E) $1 Ui + Pa V1 g 


I 
Pis Par Us, Vi, 4 essendo funzioni di due variabili indipendenti 
. Wow e precisamente: U, è funzione della sola u, V, della sola v, 
.1 © Pa son funzioni della sola u — v, + della sola u-v. Non 
cercheremo che le soluzioni per cui 1+ 0. Troveremo nel campo 
reale dieci gruppi di soluzioni della (E) soddisfacenti a.t, ge X: 0 ; 
il risultato riassuntivo si trova alla fine del $. 


404. LE CAPITOLO OTTAVO IS 74, 4] 


SE Di Agi AO ER 
| Mediante le operazioni du > àv " Qut 2 “dut? Ouóv : : 
AME x | | 


9? Cs 
Faso duo Si ricava dalla (E) (*) 


Y 


A E A -y pA 
Us, Ship nz NOE 


pU + AO Vo, 
qs Vi — $1 U, — qs =P, 
AU + 29 Ui + gi Ut ps V =p", 
gr Vi — 29 Vi AA Vic V, 
gi Ui — pe Vi + gr Uto Vie — Y", 
1 + peli + 3g Ui — 8g? Vi + 291 U, + 29?" V, = 0. 


rende dio de 


Dalle as equazioni (E) e (1) possiamo eliminare U,, Vj, 
pur, Vi; , Vi. Si ottiene 


4 di È Pi Pe 0 0 0 


E ^ Quest' equazione ha la forma 


(2) mu | SV + ug dn) = 0 C 


$5 Pon m pr M DL Te » ws K pium CET), à 


A? un t ji * £x Y L A 7:99 tia tipa 
j y vo po DEA V hai. LI 
AS TESTO c MN M. 


Es 


= [874, B] SUPERFICIE NON RIGATE CHE AMMETTONO UN GRUPPO ecc, — 405 
|" dove Ton "1 4 ts non dipendono che da w — v. Escludiamo per ora 


la possibilità che le funzioni p,, ps siano tali che sia identicamente 
To = 4 = 7, — 0. Allora, dando a u— v un valor costante, si deduce 


PU + ps Vi! = 44", : 
e da (E) e dalle (4) si deduce, per la (3), 


Che esiste almeno un sistema di due costanti a , b tali che sia iden- 
|... ticamente à 
SIMO) Ay" + 2a + bp = 0. 

| 2 A. 

ha ; T ð ð A er 

| x Ora, operando sulla (E) ripetutamente con - + To si ricava: 
P AU + s Vi = 94 

nn - (4) 

E 


E (5 $i (Ur + aUi + bU) + ey (Vi + aVi + 6V)) 0, 


4 


VER B) Primo modo di soddisfare alla (5). 
be È Cominciamo coll’ esaminare l’ipotesi che sia identicamente 
br m 
Y Ui + aU, + bU, = 0 f +3 
+ (6) ; PR 
b Vi 4- aVi + 6V, — 0; 


EU l equazione (5) è allora soddisfatta, Se le radici z, = 24, va = 2B 
o di a+ ax -- b — 0 son distinte (reali o complesse coniugate), 
dalle (3) e (6) si ricava: 


U,= age + a, eP, 


Mm ATA — AXB 
3 p = quel open. 
t: À, Occorre ancora cercare la forma possibile per le funzioni 9; , pa. 


In generale possiamo trovare %, e q, considerandole come incognite 
"2 Funmi o vou, Lovioni di Geometria proiettivo-differensiale. E] 
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nella (E) e la prima delle (4). Ma vi è il caso eccezionale U, V; — 
— Ui V, — 0. Ora dalle (7) si calcola 


U, Vi A Ui V, = 2(4 TO B) [ab e8(ButbA4v) — [^ b, er B) | A 


PEERS UTE SOL MESI 


Supponiamo dapprima che sia U,V; — Ui V; — 0 ossia, per la 
nostra ipotesi, che A+ B, azb, = a, 5, = 0. Ma basta supporre che 
da — b, — 0. Infatti l'ipotesi a, — 5, — 0 non ne differisce che 
inessenzialmente (giacchó è lecito scambiare A con B) e, se fosse 
p. es. 5, = ba — 0, (*) la (E) diventerebbe : 


py (a, &4* + a, Pv) = 0, eG) + c, eB, 
Dividendo per U, ed operando con ak + Loi troverebbe: 
(A — B) [a, c, e(24+B)utBv — q,cye(4+2B)u+4v] = 0 


sicchè a, Cy = a c, = 0 (essendo A+). Se non vogliamo supporre 
nó d, =b, — 0, nd a = by = 0, non ci resta pertanto che l’ ipotesi 
C = 04 = 0; ma anche questa è impossibile giacchè essa richie- 
derebbe y, = 0, mentre noi non cerchiamo che quelle soluzioni 
per cui p,p + 0. Sia dunque a,— 5, — 0, La (E) diventa, divi- 
dendola per e4(4) 


paesu) 4 945,e74( 79 = o, + 03 (8-40), 


Il primo membro essendo funzione della sola u — v, è necessaria- 
mente c, — 0, 


q,0, 640-9 + pb, emau = e,. 
I 
Supponendo successivamente a, =b,=0; a,=0, b40; 
b, 2 0, a,+0; a,b, +0 arriviamo, ricordando le (7) e a, = b, = 0, 
alle seguenti soluzioni di (E): 


p, arbitraria , s arbitraria , U,==V,=$=0; 


(*) Analogamente si procede nell'ipotesi a, = a, — 0. 
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Pi arbitraria, pa = pied, U,=0, Vmbo, pooti; 
1 


l C. * * 
eme Ti t den, Pa arbitraria, U,—a,e4*, Y,=0, pojesti) ; 


a: LT 


è 
^ 
à 
N 
E 
Cal 


am 


dobbiamo supporre che U, Vi — U{ V, +0. Dalla (E) e dalla prima 


®1 arbitraria 


e 4 di a 
spp E eA(u-v) — —. ¿2A(u—0) —_ Tes Ma, ; 


1 1 
U,=0 644... Vis be: , 0 04, 


Tali sono quindi quelle soluzioni di (E) per cui valgono le (6) ed 
inoltre è U, Vi — UL V, — 0. Esse si trovano, con qualche cambia- 
mento di notazioni, nel quadro alla fine del $, come le soluzioni 
(E) , (E), (E), (EJ. 

Per trovare le ulteriori soluzioni di (E) per cui valgono le (6), 


delle (4) si deduce 


(8) B UL icc dU KEIN 
METADATA UV UV 


Sostituendovi i valori (1), troviamo 


x b, Co g^ 4») m b, 6 e 7 Pu) 
" Pi dg b, COFANO ay b, ATI > 
) bia 5 


T^ d di Ca pu") + dy 6 Bur) 
Pa Um agb; BAI PS CA b, e ^- B) (uv) ? 


Valori che non dipendono che da w — v, comunque si scelgano le 
Costanti nelle (7). La soluzione rappresentata dalle (7) e (7) us si 
trova come (E) nel quadro alla fine del $. Con (Ej) è indicata 


forma reale quella soluzione che si ottiene dalla (E;) se A e 8 
hanno valori complessi coniugati. 


Ma in ciò che precede abbiamo supposto che le radici di 


_* + ax + b= 0 siano distinte, Se invece quest' equazione ha una 


Soluzione x = 24 doppia, dalla (3) e (6) si ottiene 


ER r >? ^" vcr H K y 2 È: L 
VAT: Ce NAAA 


hi iind 


LORS 4 


gaah 


Come sopra, calcoliamo anche qui U, Vi — Ui V,. Otteniamo 


donde si vede subito che c, — 0 e si ricade nella (Ej). Possiamo 


TUERI OD NES a IA ISI RUI 2- 
5 : PONE Ww Tn "n. iol 
, Ò eu HC. QT + À PTT A 

5 f A 
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U,—(a,u + ag)e24 V= (bv t ba) eA, 


p= [o (v + 9) + oale, 


U, Vi — Ui V, = [a,b (u — v) — a, ba + agb; ] eA, 


Mostriamo che l'ipotesi U, Vi — Ui V, — 0 non conduce a niente 
di nuovo, Infatti allora sarebbe 


a,b, = (1 Da — agb, = 0 


e quindi o 1°: b,=b, —0, oppure 2°: a, —a,— 0, od infine 3°: a, = 
=b,=0. Se b, — b, = 0, la (E) diventa dividendola per e4( 


q, 640-79 (a, u + ay) = e, (u + v) + e 


donde segue a, = 0, cosicchè si ricade nelle soluzioni (E,) e (Ei) già 
trovate. Similmente se a, = 4, — 0. Se a, ==b, = 0, la (E) diventa 


ay Pa 84% + by pa e40 = e, (u + v) e^ rn 


quindi supporre U, Vi — U; V; 3:0 sicchè si applica la (8). Sosti- 
tuendovi i valori (9), troviamo 


= AM» b,0, (u — v) + bi Ca — 20,0, 
À a,b, (u — 9) —4,dy + ab ’ 


(9) bis 

a, € (u — v) — ay Ca + 2ay 0 
AB To N Ma zu! Jet fe. itae Loo Ve 
ne a,b, u — v) — aiba + a,b, 

I valori (9),, non dipendendo che da w-— v, comunque si scel-  — 
gano le costanti nelle (9), le (9) e (9) ws ci forniscono un'ulteriore — 
soluzione della nostra equazione, che è la soluzione (E;) del quadro 
alla fine del 8. 


, 


- DEC T me i = à , Ma: « 
iare is ee o ai dec, cr Re A 
Te, ECS CIS + = M T AA POSE AR Pel VE a toro Ü 
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C) Secondo modo di soddisfare alla (5). 


Osserviamo che, se una delle (6) è soddisfatta, lo è anche 
"i A altra; altrimenti la (5) darebbe $199 — 0, contro l'ipotesi. Per- 
potato, Y non valgono le (6), dalla (5) si Aodio 


+ (10) di UP. 
È ES Pa Ut + aU; + bU, 


pri con +7 4 xc si trova subito che il valore comune 
— dei due membri ia n ha la forma (*) 


à (10) bis Pi = cett t) 
RAR 7v > Pa 


i » sicchè la (E) diventa, dividondola per e ** ey. 


E ce U, + e? V = RIS 


Pa ? 


E. 
‘onde si deduce tosto che 


AAN 
xx 3 ) 2; > 


Sac e 1 y 1 y] 
T^ — | — Q | — = 0 . 
QU ay) Pa [| Pa Pa 7 
È 1 So fosse p — 0, la (11) mostra subito che non si otterrebbe che 


Quel caso particolare di (Ey) in cui c, — 0, sicchè possiamo sup- 
ep orre $ È 0 ) 


Wat importante osservare che nel seguito del nostro ragionamento fac- 
| Giamo uso soltanto di (10) ws. 


A 
. 
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Pray (SS (1) de 
Y Pa Pa : Pa P, 


dove B evidentemente è costante, ossia 
q" ap + pp=0 
1 ) ( T ) 1 
—)] — a |— — =0, 
| Pa Pa Tr Pa 
Supponiamo dapprima che l'equazione x? + ax + B= 0 abbia 


due radici distinte (reali o complesse coniugate) v, = A, c, — B. 
Dalle (12) si deduce : 


(12) 


pa c, eA?) + 6, Duo) : 
(13) E, 
= by e—-4(-) | bye Bu) , i «3 
Pa 
inoltre è & = — (A + B) sicchò la (10) 4 dà 


(18) vis la À. eBu— + y eAtu=1) 


Pi 
Sostituendo nella (E) o, ciò che è lo stesso, nella (11), si trova 
cold U, + ect y, = " 
` = by 0g e BM 4 objem UB bc, e(4—D)v + boe UB, 


cosicchè (4 costante arbitraria) 


b.c 


¿du 4 D am + Aen , 


(13) ter 


> V, = 0,0, 040 + b,0, P» — hoel4+B, 


La soluzione di (E) rappresentata dalle (13), (13) ri e (13) er — E 
è identica, a meno di un piccolo cambiamento di notazioni, alla (Ey) 


LA^ 


— [8 74, C] SUPERFICIE NON RIGATE CHE AMMETTONO UN GRUPPO CC. 


del quadro alla fine del Capitolo. Se A, B sono complesse coniu- 
gate, otteniamo, scrivendo la soluzione in forma reale, la (E;) del 


- quadro. 


y Resta ancora l'ipotesi che P equazione z?-|- ax + f=0 dove . 1 2 
le a, f sono le costanti che compaiono nelle (12) abbia una radice 


x «doppia z — A. Dalle (12) si deduce: 
k> i 
M. $ o [balu +0) + baes , 


(14) 


A = [a, (u — v) + a] e-A(—9; 
Pa 


. inoltre è a=— 24, cosicchè la (10), dà 


* 
EVA) di — = — [a (u — v) + a4] e», 

" Pi c 

us . 

mr Sostituendo nella (11) si ricava : 

NE y 

EU AUS e y, z [a,b, (u? — v9) + (aab, + a, ba) u + 
ta + (50, —2, bg) V +, by], 
a donde si deduce: 
m a, b a4 b, + agb as b i | 
y Atala), 


I pr (14) tor 
p" T À dg b, 
Vi = — [nte + (aiba — ag b1) v NT RN + a eue, 


La soluzione di (E) rappresentata dalle (14), (14) y, e (14) wr è 
.  . Antica alla (Ej) del quadro alla fine del $. : 
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D) Non esistenza di ulteriori soluzioni di (E). 


Completiamo lo studio dell'equazione (E) dimostrando che 

essa nòn possiede altre soluzioni, diverse da quelle finora trovate, 

. Basta evidentemente far vedere che non si può arrivare a nessuna 

nuova soluzione supponendo che sia in (2) y n=t,=t,=0. 

Ora dalla (2) si calcola senza difficoltà (non ci occorre conoscere 
il valore di m) à 


| Ta = Ppi pls — Ppi) (ps pi” — pps”) + 
+ ppp — veo? — Cpi Pa (pi Pi — Pa pi) (pi f — eto) — 
— (gie? — vier) (pipe — papi) + dpi ps (Pi Ps — Papi)? 
Te = 2g PE (pipe — Papi”) — Sv (Pa Pa — pa pi) (ov Pr + pa pt) + 
+ 21 Pa (pipe + Papi) (Pepi — pi) + 
+ (Bpipi + 2 Papi pe + 99i p) (P1 pa — Papi) 


Posto per un momento 


si ha pertanto 

u: eise (fa — fi) [207 — I) + s 3-19 MA + 8 AN; 
s: elsi — 2 (NN) — h + 1 MM» 
[+ (ha : = MAN: 


Le equazioni t, = t; = 0 equivalgono dunque alla sola 


USE fi-h=0 
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A - i 


| sicchè basta provare che non esistono delle nuove soluzioni della 
(E) per cui fosse soddisfatta la (15). Ma dalla (15) si deduce: 


$ (16). 


di = ceru—?). 
Pa 


" 


Ora la (16) è identica alla (10),,. Se si osserva che, nel ragio- — 
.  mamento che ci condusse alle soluzioni (Ej), (Ej) e (Ej), abbiamo 
- — fatto uso soltanto della (10) s, (*) vediamo che non vi sono infatti 
4 altre soluzioni delle (E) con pito oltre quelle che abbiamo 
Si | trovate, 


^ 


E) Quadro di soluzioni dell' eduazione. 
pi(u—v)U,(u) + ea (u — v) Vilo) = p (u +- v), 
dove £1 Pa +0. 


p, arbitraria , y arbitraria, 
Uic y m$; 


Pi arbitraria ., py =qe44v) , 


+ (E) — U,=0 , Vi=be4 , 4=—abedtuh), 


E Li a+0; 


$ SI qisae-40-9 , py arbitraria, 


b 
E. 


D E U, = betdu , V,=0 ; Y = abedlti) , 


(*) Cfr. l’ultima nota a pie di pag. 


Pp. e 
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a+0 ; 


qi arbitraria , a= aeu , ©, | bed) , 
(Es) U, = — aces y, Vice | = boe 40, 
a0; 


(o 065674079) — b, c, e Hu") 
TEN ag bje™(4-D (4-0) — q, by el4-B)(u-0) ? 


s: — 4, 0,044) + gs c, eB 
(Es) vera a 0, e AD (- — a b, ¿E > 


U, = a, 4% + ag eP , V, =b, 41 + bye 3 
d me elt 4 opel); AR B; 


sin [a (u — v) + 1 — k] 


en. A —A(u—v| 
Li Rent RE UE sin [2a(u — v) + h—k] ? 


f 
0 un Sin [a (u — v) + h—1] 
Bey e TN ERI Nu eem ? 


/ U,—aet^vsin (2au + h), Vy--beM*sin (200+2), 


Y = ced sin [a (u +- v) +1] , abea +0; 
s í Pi = e—A(u—") bic, (u — v) + bica — 2b, 0, 
Re a,b, (u — v) —a1b, + ayb, ? 


3 = den HAS — €) — 010 + 2090, 
(E) mot able) = m 
: U,— (nu + a) e , Vis (biotbs)e#, 


3 3 à $ =[0, (u + v) + eg] Ath) ; 


= Abe, 1m 3 "Wo D Er "utt mR $ EL eur S à 
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ava 
à Pa "ca, eda TE ca, eu) , 
| A+B 
— 1 LIO 
Pr a, ed | a, e- B9 , 
U, = a,b, 06?49 + ag b, ce?Pu 4 hoel4+B)w , 
Vi = a bi e Av + di ba e2Bv s he(4+B)v 3 
Y tem bi ¿Alu-+0) + b, eBlu+v) H 
ae Aw -*) 
T1 sin [a(u—»v) + ^] ? 
bed) 


mms sin [au —9) F å] y 


U, = — 3; él cos (2au + h + E) + bee , 


Vi= a EA cos (2av — h + k) — ace?4* , 


y = peto sin [a (u +0) + E], a0; 


ce -A(u—=0) eA(u- v) 


"were 


AS) + 


U,= |t] (a, bg -4- a5 by) u- E + d gus, 


y i 
V, =—c tt by—4b,)v— E jen, 


4 =c[b,(u +0) 4-0] etm, 


# 
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8 75. — Superficie con oo! deformazioni proiettive in sé. 
Riduzione del problema 
-all'equazione studiata al $ precedente. 


Dopo la digressione sull’ equazione (E), ritorniamo alla ricerca 
di superficie S non rigate con un G, di deformazioni proiettive 
in sò. Riferita S alle asintotiche, sia 


ð 0 
Eu, 0) 7 + nu, 9) — 


il simbolo della trasformazione infinitesima di G,. Le equazioni 
o$ 


differenziali du = 0 e dv = 0 essendo invarianti per G, è o Trian 


a A = 0. Inoltre l'ipotesi £n = 0 ci ricondurrebbe alle supor- 


ficio della specie A già determinate, Scegliendo opportunamente i 

parametri u, v delle asintotiche possiamo pertanto supporre ¿=7=1 

sicchè le traiettorie di G, sono le curve u — v = cost., e le equa- 
zioni di G, sono 


. (1) u=u+t , v=v+t. 


E importante notare che i nostri parametri w, v non sono 
fissati che a meno di una trasformazione della forma 


(2) u=au+b , v=Ww+0, 
A oppure 
E È a 
Er (2) bin u=av+c , v=au+ pb. 
^ ne sa | 
EY Affinché le forme +, e p, siano invarianti per G occorre e 
Res, basta che B e y siano funzioni della sola u — v. Le condizioni 


E. d'integrabilità (2) del $ 73 diventano pertanto 


; SUPERFICIE NON RIGATE SER AMMETTONO uN GRUPPO 600. 
L=— 28 18". , M. 218 -- v, 


8M, — 28M — 8 "=1D,+ MD + Y". 


Dobbiamo quindi studiare il sistema (8. Noi lo ridurremo 3 È 
all’ equazione (E) studiata al $ precedente. A tale scopo indichiamo — - 


. eon P, e F funzioni della sola w — v soddisfacenti alle 


Fi= 2 +8 , Fe = 2344 pw. 
- 


L=P,+U , M=F,+V. 

S Sostituendo i valori (5) nell’ ultima delle (3), si ottiene | 
BV'— 28 V — GF, — 29 PF, — p" = 

= qU'4- QU + xh + 21 F, +" 


0 Giri 
¿Operando sulla (6) con 7 + 37 si ricava: 


BV" — 287 =104 240; 
e ció può seriversi 
0 ' 7 
5 (U + BP) = 0, 
qU'+pV=p, 


- + essendo funzione della sola u + v. Ora la (7) non è che la (E) 
.. del $ precedente, se vi si pone 


: (8) pie, Qu mm D. s U mU, Vis V^. 
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Risulta che, per trovare le superficie cercate, ossia per risol- 
vere il sistema (3), occorre: 1° sostituire a B, y, U, V i valori 
determinati secondo la (8) da una soluzione (E,) della (E); 2° dare 
alle costanti (o funzioni) arbitrarie che compaiono in (Ej) valori 
tali che la (6) sia identicamente soddisfatta. Dal modo come abbiamo 
dedotto la (7) risulta che, in ogni caso, nell equazione che si ottiene 
da (6) nel modo ora descritto non comparirà che la sola variabile 
u — v. 


. Occorre pertanto esaminare l'una dopo l'altra le soluzioni 
di (E). Possiamo omettere la soluzione (Ej); essa infatti*dà U'— 
= V'=0, sicchè le (5) mostrano che L ed M sono funzioni della 
sola u — v, donde si vede che anche la terza forma Er,du, ammet- 
terebbe il gruppo G, che sarebbe un gruppo di collineazioni di 8 
in sè; caso triviale già escluso al $ 73. 

Diremo che S è di specie Bı, Ba, Bs, B,, Bs, B, rispetti 


vamente nel caso delle soluzioni (E,) o (Ej), (Ej, (Ej o (Ej, . 


(Ej), (Es) o (E;), (E;) dell equazione (Æ). Un quadro completo delle 
quantità 8, y, Z, M per tutte'le superficie delle varie specie si 
trova alla fine del Capitolo, come abbiamo già avvertito al $ 73. 


$ 76, Verifiche per le specie B, e B,. 
A) Superficie della specie B,. 


1. Vi sono due tipi distinti di superficie della specie B4 dipen- 
denti rispettivamente da cinque e quattro costanti arbitrarie. 


Basta esaminare (Z,). Infatti (Ej) si riduce ad (Z,) scam- 
biando « con v. Supponiamo dapprima A+0. La (8) del $ 75 dà 


Bea 97" , U=d, , V= d, 


Facendo uso delle (2) del $ 75 possiamo supporre a — À — 1, 
=1 (*), ossia 


(*) Se fosse b —0, le trasformazioni di G, sarebbero collineazioni. 


ia e Ru A Ga 


i ET, ¿al ; Pr à pà dà | E e n US T È 
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Qe, U=d, , V=e"+d. 


| Dalle (4) del $ 75 si deduce: 


Fi=e (2 +i) a FimetQ +2), 
sicchè possiamo prendere : E 
i F, +F, —8e*7 4. 
Eliminando y si trova: 
Fi-2F:+F+F=0. 


K Se ne deduce tosto che possiamo esprimere F}, PF, e y mediante 
ama sola funzione F della u—v secondo le formole 


Da fe, A FF, =P +P. 


. nfine sostituendo i valori (1) e (1)y, nella (6) del 8 75 troviamo 
| che F deve soddisfare all’ equazione differenziale del quarto ordine (*) 


ue ett Qn 3P 2P 41) E20" — P) GF —P 4-44 
PUE" — P) + PU" SR" Y 3p — p —0. 
Se invece in (Z,) 4=0, la (8) del $ 75 dà 
B=a , U=d, , V=bv+d, , ab&0. 
7. Dalle (4) del $. 75 si deduoe : 
Fi = 2a 


| sicchè possiamo prendere : 


-F= 


E 


IDATA 


« 


(*) Abbiamo posto d,—0. Si vede subito cho ciò non restringe la 
—. generalità, 
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Sostituendo i valori trovati per f, U, V, F,, F, nella (6) del $ 5 
si ottiene: é 
1" + Gary + (2d, +02) —ab =0, 
onde ` 
A t” +3ay? + (2d, + a?) y — ab (u —v) =0. 


Facendo uso delle (2) del $ 75 possiamo limitarci a supporre 
a=1, dj —0, c —0, cosicchè: 


p=1 , U=d , V=bv , ab+0 
F,=2%, FQ], 


("+34 (2d, +1) 1 — b (u—9) = 0 . 


B) Superficie della specie Bg. 


Vi sono tre tipi di superficie della specie By, dipendenti rispet- 
tivamente da sei, cinque e due costanti arbitrarie, 


Supponiamo dapprima che in (2,) A+0. La (8) del $ 75 dà (*). 


B = ayet 4 pe 4 (0-0 
ack0 
U= — ac" 4d, , V= t dy. 
Dalle (2) del $ 75 si vede che si può supporre a — 4 =1, c—1 
ossia : . 


(2) — B= 61-4 4 Deo, 
(2), U-—-—e"-d, , V=e"+d , c+0. 


(*) Abbiamo soritto 24c al posto di e e 2b al posto di b. Se fosse 
&:—0, si tornerebbe a (Z,). Be fosse e=0, U e V sarebbero costanti e il | 
gruppo G, si comporrebbe di collineazioni, 


dee € x > y va k £f mA sitos ¿ 
4 M Eis i" y I i LL ur er es La È 
ni pue) à 2 se > 9S 


TM 
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E n | 
rol Dalla (2) si vede che esiste una funzione F della sola "x 
.  — tale che sia i "T e 
3 na: em 


È T pe PH AP) 


- Sostituendo nelle (4) del $ 75 vediamo che si può prendere 


è À 
A 


a - P =P AP —P 400), 
Di 3 KB iuh 
| P= Pb + Pt (u). 


. Infine sostituendo nella (6) del $ 75 otteniamo che F deve sod- 
| disfare all'equazione differenziale del quarto ordine 


3 


j Fi; pic go P p" SD + yp" LE ra 


dA 1 ro p 3 " Y 
y nl F''LSF'F E g)i 4424 


230p +(2r+ 2d, — 3b — 2? (u—0) + jr + 20FFT — 


— (uta — oma 4-0) zi Je | pr 


E Gra 2 1e ¿PP Q7 Far" (r- 


AR 


m —4- DESEE y) F" 4 ARE + (2P —2d,-- 


à + 869 398 (u — v) 1) — EFE + (2 (0) + 2d, — b? + | E 


art] =0 


(2) doeet 
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re 


Ya La 


TE. 
te 


AER ESAS LENNI E aem pr 


A 


ME. o EI CISA a n. 


dut tes LATE 


AR TASTA 
LI 


3 
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Notiamo che si può supporre d, =d, senza ledere la generalità. 


Così facciamo nel quadro alla fine del Capitolo. 
- Sia invece in (E) 4=0. La (8) del $ 75 dà 


(3) B=ay +b, U — —acu + d, , V=cv+d, , act0. 
Dalle (4) del $ 75 si ottiene pertanto : 
Fi=38a( +26", F= Ba + br , 


sicchè si può prendere : 
e 3a 3a 
(3) m1 A anir en Pyma bi RI 


Sostituendo tali valori nella (6) del $ 75 si deduce che " deve 
soddisfare all’ equazione differenziale in generale del terzo ordine 


(3) tor (+ a)" + 6a(1 a) +65 (1 + a) — 

— 2ac (u -—v) y" + (2ad, + 2d, + b%) y! —2acy —be=0 . 
Le (2) del $ 75 mostrano che non si restringe la generalità sup- 
ponendo d¿=0, d, =>, csl. 


Ma la forma dell’ equazione (3),, prova che il caso a+ 1 —0 
"deve essere trattato a parte. (*) Le equazioni precedenti diventano 


allora, posto d — 0, di — 0-1, 
b? WA 
(4) B==1+)0, Usura A P=0,F,=— 73142, 


3 7 
Fist y 2(u—v) t +27—b=0. 


^ (*) Per mettere in evidenza tale circostanza, scriviamo L al posto di 


1+a nel quadro alla fine del Capitolo. 


: A - wu» 
locns iir Se qe TU NS SNL MESE 
fli pia " Rt Gv ` 
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. Se ne deduce: 
(u— v) (21 — b) = 2h = cost., 


\ 
1 h b h b 
(5) PRE SD D eee HE 
h? 1 bh 1 
3 Re RE m NA 
p (5)u, 3 n 1 
X OS EU | 1 
È Me‘ ruta 


= Dobbiamo supporre 46+0 perchè altrimenti la superficie ammette- 
— rebbe oo? deformazioni proiettive in sò, 


$ 77. Verifiche per la specie By. 


, 1. Questo caso à il più difficile. Vi sono quindici tipi di 
superficie della specie B, distinti anche nel campo complesso, 
. sei tipi dipendendo da due costanti arbitrarie, gli altri da tre 
costanti ciascuno. Nel campo reale il numero di tipi distinti è 
. ancor più grande. 

Le equazioni (23) e (8) $ 75 dànno: 


— (y Ca e^ (79 . Ay 6,00) A E 
e = "agb, b, e^ 4-5) (w—v) — a, UN e (478) (y =) ? | F s 
(1) ; 1 D A 
b,0, 67 ^ "79 ce 2 (0-0) x" 
VE "agb EDI q by EN 


U= sge" + 556" 4a, i 


(2) ' E 
b, à 


v= EE: pe" th, ! E 


4 convenendo di sostituire w e v rispettivamente a 
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1 740 1 220 fe, imi == 
55° ed a 55°" se B=0, e similmente se 4 — 0. 


Le equazioni (4) del $ 75 possono scriversi : 
Fit Fa=3py o, Fi— r= BY — wg. 


Posto per brevità 
(3) z = e, 
si deduce dalle (1): 


E dl ACA es O Ps E daa dv 
(a, 6,2 — a, 5,271)* 


1 CA+B)c,0g(a,b,2° +a9b,)+2(Aa1b, t Bayby0i) q, 
¿dB (a, by? — ayb,2)* 


Osserviamo che si può supporre a,b,3-0. Infatti non può essere 
simultaneamente aba =@6,=0; d'altra parte, il caso a,b, — 0, 
agb,+0 si riduce ad a,6,+0 scambiando le lettere A e B. Sia 
pertanto aba +0. Allora si deduce dalla precedente 


(4-- B) e 2— (a + Bá 
ci ND IAS E A 2 
1 3 A—B a, b,2* — a5 b, 
Ricordando che 


€, 05 (245, 2* + a4 b,) — 2 (a,b, 6$ + ab oct 
F,4+F,=38(=3 Alió mE tabati ) 
si trova: 


F= (abaz? — a4 b,)7* |2 (2A — B)a, be C3 Cg 2? + 


1 
2(A—B) 
(4) +[(244+3B)a,0,44 (—34 + 2B) agb ci] 2* + 


+ 2(4—2B) a,b,c,032 12 d ACCU + Ba DOE 


a TA in UT à: r b. roy Mz 

E- ~ e AA " % Prenota 
EH È AER ARO a E 
r ENT a KAN. 


eo E S Ci Ra 
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1 ' 
n=; aa OS E (4—2B)a;bg c, 052? + 


(du. + (—24+3B)a,b,4+(—34 + 4B) a bact)| 2° + 


304 — By bites — UL (Aa bd + Bad] - 


Basta sostituire i valori ora trovati nell'equazione (6) del $ 75; 
dopo un calcolo piuttosto lungo si trova 


+) na nar eoa atitus + 
+ ati (4 — 2B) jaca — 3B) — a,b, (A — B){{(4 — 2B} + 


+ 2d, | zr albos le. bic Sasbact) (24 — 3B) (— A--2B)4- 


+a,44b,0,(4— B) (849 — 36 42 B+ 54 AB? — 23 B? + 


E + 9d, 24 +B) P+ ax da bye [nt d 4— d4 AB + 

3 + 24B*) + agb; c (24 — 3B) (34 — 4B) + a,0,b,b, (4A— 
6) | 

E | — B) (—2343--84142B—9006A B? 32 B3 -|-9d, 4-48) A+ 
y 1 

3 + a, ägab; Ca | 20:54 + Babe) 4 — BLA —38) + 
3 + a, ab; by (4 — B) (32 4? — 96 42 B + 84 AB? — 23 B° + 

| A : +2d, (44 + 2) 234 lb, e, | dan 2948 T. 


* A | 6B?) + 2a bg ci A (84 — 4B) +- a, aab, by (A — B) (— 23 A? + 


no 
è 


Vie eq 


1 E 


D PT Ai 


La sir e IÓ Éd M de D) ee pit 


DUE 


A e vire IE AE Cw HÀ d ET 


426 


(5) 
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+544? B — 36 AB? +- 8 B?) + 2d, (A + 22) 24+ 
as bj Ce 
+ (24 +2) abit 3a, b, 07) A —a, a,b, ba (A — 


— bJ(84— By +24)|:+ 


asb $ 


+ H A [nba +agby78 — a, ab ba (A—B)(42+ 244) = 


a, 


=—A (A — B) (4? + 2d,) ad c, 2! + 


+ cibi (14 — 8) |— (94 — Bag (4—B (24— By 


+24) bada [Banti tahet) 64-22 (24 — B)— 
— aabb (4 — B) (2843 — 5442 B + 36AB* — 8 B3 — 
Utd 22) Table |- a,b, d (44 —3B)(84 — 
— 3B) —a, b, d (244? — 444B + 17B%) + a aS b, bo (4 — 

— B) (8243 — 9642B- S4AB? — 93/3 — 9d, (44 — 2) 
+ agb, bye, E (3a, b, + abac) (A — 2B) (34 —2B)— 

— a 04b,0, (A — B) (9843 — 8442 B + 96A B? — 328" — 

— 9d, a—4B)| ando (eat B(14—38)— 

— agb, c (843 — 28AB + 178%) + aab, b (4 — B) (849 — 


— 864? B | 544B* — 93B* + 2d, (24 + B) | 2+ 
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az bic, 
+ A (A +28) (8056, d + abaci) B + aab, (4— 
— BEA 25? + 2) Nen 
LU [chic — abita — 41490104 (4 — 


(+24) |. 
In quest’ equazione 1=0 se AB+0; se invece B=0, à: 
m= A (a, b, 2? — ag b1)? [ots Coz‘ — 2a4a,01c,2? + 2a$b,b, 0,2 — 
— a$ bica + 2ag ba À (u — v) z (a, ba 013° — 20,by092-+ 6) 
e, se A=0, è: 


m= Bz (a, b, 2 — ag b1)? litte if 2080, Ca? + 2a, a, b] caz — 


— ajbîc, — 2a, b,B (u —v) z (41 baaz? — 2a40, 0,2 ure] : 


Osserviamo che, appena conosciuta una scelta di costanti 4 
B, aj, by... tale che l equazione (5) sia identicamente soddisfatta, 
se ne deduce un'altra (che pud coincidere con la prima) mediante 
la sostituzione 


( 03 , Go ; bi, be, C1, 0, À, ut 1 
—b,, — di, — 4%, — 01; — C9 —01, —B, —A, dy, d 


Ora tale sostituzione equivale allo scambio di « con v e non dà 
pertanto niente di essenzialmente nuovo. Quindi non seriveremo 
che una di due tali soluzioni equivalenti. 


2. È facile vedere che, se AB = 0, è impossibile trovare dei 
valori di a,, @g.... tali che la (5) sia soddisfatta identicamente 
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e che sia (13:0. Invece se AB+0, l equazione (5) possiede quat- 


tordiei soluzioni distinte. Il lettore può vedere il calcolo relativo 
nella Memoria di Oech.: Sur les surfaces qui admeltent œ! défor- 
mations projectives en elles mémes (*). Rinviando a tale Memoria 
scriviamo qui-senza dimostrazione le diverse soluzioni di (5) per 
cui +0. Esse sono: 


(a) 090, ci=da,b,(A—B)?, 2d,— — A*, 2d,=—(4—2B); 


(a) ci=ab(A—B)?, ej agb, (A — B)’, 2d, ——4*, 2d, — —B*, 


- (8 B=—A, d-4ayb 4%, à= 4ab 4, 


2d,— — A3 --ha,e,, 9d — — 43 — hb,0,; . 
(BP) B=—A, b ya, a= pbz, 6475 V0, , 0,7 —b,, di-d,; 


M (aC + Ciba)? ,  (@1Cat-c109)* 
SE mer Pie LP Qr LI GERA A ma 


Da Ci — dy Co 


EA ina I 


) b, 0, — 4, Ca 
A orem vw eel 


b k 
(1) A=388, b,=Na,, d, cm, e, =hka,, 0 =—= da» 


2%? 
2=—B= TL, h= Bt; 


Ma, Co + as c, 


() 4=38B, bi =) a, ba ay, B= 4° a, dy 


(*) Publications de la Faculté des Sciences de 1' Université Masaryk, 
1924, no 40. Brno, Cecoslovacchia, 


"ELS > AA MM 
K L1 
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3Maic + año? 
=P a 2d, =—B?; 
(8) 4=2B, 4=0, b,=h%a,, b= ha, 
ci = 2h% ai (d —d;); 


2 
(0) 4=2B,0=0, d—4a,b, B h= ds (2B* + à); 
1 


(3); 4=2B, b,=Na,, b, —ha,, 
rane, 2d, = — B* ; 
(3); A=3a, B=2a, afbi=atti, 
6,0, 2 =— a,b (à? +24), 2d, — — a; 
(5 | A-8a, B=2a, aibi —alüj, 
c,==0, 34 =—ayby(ta? + 2d) , 2d, = —4a*; 
(s A=3a, B=2a, albi=aîti, 
¿=4wdya%, 2 = — a bi (Ta + 2d,), 9d, = —403; 
(0) dedi, B=34, 0—0, 3e =—a,b, (4a? --9d;) , 
aiba — abi — 0, 2d, =— 4a? , 
Calcoliamo ora nei diversi casi i valori di f, y, L, M, sem- 
plificando mediante un’ opportuna sostituzione della forma (2) del 
§ 75. 


Nel caso (æ), possiamo supporre A=a+1, B=a—1 
(+1), a, — 8,05, b1 — 9,995, Si — e$ — 1. Si ottiene (*) 


(*) Il radicale y + può essere positivo o negativo, ma ]/ 5 , DI = 
1 1 3 


=4 1.: 
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Ql) v) b, e- Ou») 
qe Va Toga 14 | ae 
— A O Y $,0;  3(X-1)u — (0+1)? 
IICA Tamen? Pc 


4 | —e, (a + 5)e eu +a—1] 
EE o ER 


br Loto Q0 09180; amo la —3)* 
ENTES NES LT CS VES 272 


4 [es (a — 7) e* 7? — a + 1] 
(ee) 


Nel caso (æ), possiamo supporre A =a+1l, B=a—. 
—1(0%+1) a, =8,4,, dba =e;d;, € —1. Posoe=t1 si 


ottiene (*) 
a, e CH) y 099) (us) 
lad di 1—2*509-5 , 


— (4—1) (uv) 


tS e — (X—3) (u—v) 
RT ge, 


PATA 
d, Mapa, aa (a+ 1) 
7 3641' tam—D5 T 


2 [e(a + 8) e"! — (a + 6) et 7"? — e(a — 3)e2 (79 + 1] 
l4 Ca) 


b, 2 (4-1) v sibi Sato _ (0—1) 
rio ya Pa Td! t 


(*) I due casi e=1 e e=—1 sono distinti anche nel campo com- 
plesso; sui radicali Va o yz v. a nota precedente, Queste due os- 


servazioni valgono sso per (8), . 


" t “4 cas 
apr M9 2 : pr "PTT - PCR 3 
e" can o rr AY e AA. N TN Y dus * 1 ip E 
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+2 [—5(a— 3)e* (uv) + (a —6) e* (mo) s (a + 3) e2("—1) ES Us 
(1 — el (wa) 


Nel caso (8), possiamo supporre A=1, 4 =, b= 
= 6;b,, si=1. Posto e=+1, si ottiene: 


e uv 


f= yu Drs» Vedere ino ic pal] 


0) auo A TRES S 2 ci Riti ii 
L = 2 * gn 3 +e,2haj Y + AFA À 


b, ae 8191 5 — 2 o 6 serio) 
a SA. res sihbi VE zn T eem 


M= 


Nel caso (f), possiamo sopporre A=1, i —s,, a, 6,6953, 
e = e$ =1 . (*) Si ottiene: 


P= AA , 1=— AA , 
L awe. NI q 9^ — 1. 
Le D e 2 + 1 9 (s, e" ^ * —e*7")? 3 
3 di. ge ai 20 .. 989 1 
u- n=. (e "ya Jta uo . 


Nel caso (f), possiamo supporre A —1, ac + cb = 
=4e,4,b,, 0,7509, 8-8 —1. Si ottiene: 


46, bpe" — ame" _ Ae, Sede 
sr eden tenne 
e $544 + ds e2 79) — gt EN fina a + b, ¿Mm — > 
: EE renda cw ol $a, ($40, — by) 
M es 2 SR (20, + bo)” + 


(*) Se fosso p=0, la superficie ammetterebbe 0° deformazioni proiot- 
tive in só. 
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4 [6 890 ¡bye tu— (Ta? + 563) qim + 65,a,b,0* "7" ME a | 
CTA NC UD VENA RNA 


m 4 pa b -s 1 ba ($403 — ba) 
PE a ee NAE RM 


4 [65,2 dae) (Bat 72e" + Ge a, bpe?" a? +02] 


DO rs epr 


Nel caso (y), possiamo supporre B —1, 4=%, Q = — 


8 cai Si e3lu—v) pr 1 eut 
da: 1 —8 ew") è) d fec dy 1 — 6] PEE ) 


= out a. 1 1 DT, 
“oi e durer 2 D 20 (ita 
GI TOME WT IRE SEIN RE TE 
a iia 7o. D SERIE à 


Nel caso (y) possiamo supporre B —1, X=e,, bg =, 
si =e =1. Posto c—6,0 —4c si ottiene: 


v 


a Mt 81 c 1 
B = 20% ir En i-a) , 


{= gel 51 — mA Coal SSN 
DT a, AA] 
1 


: api 1 2 — 6, 0 + c* 

L= Ge + AU 2 A UE 
2 
tW 


Le Stet aal sgg det nm il LA À 
a — ¿du y 


Cad 4 12 Io és dure tal ms +» r è 
Di L = "T - Y le vi d + 
T ati! h, % 
arm + MA V p^ Fei 
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ae 6v Es SI v 1 
Moa AS A 
2 
anm ea 
(ajo —2(2aj-F-s,a,0- 2055 (aiee 3(2]—6,,04-0). 
X (1 — et") 


Nel caso (2), possiamo supporre B=1, h-$, by =%2%, 
d-54:-0. Si ottiene: 


NM 
ies 


tra ns 
E B = /2(d,— d) y2(d, —4) 
en. > 7 Ra 
A CRT Saa de et 1 
Ke L= qe "Tos a >. : 3 940—409 pena ) 
b i S5 d x m I Bee" 4-1 
3 un(e e +4) e” + dy (dd) Tata | 
Nel caso O possiamo supporre B=1, 0,=2s,, a,b, = 
= 690,02) si=s=1. Si ottiene: 
"ar B ve DR ul 2t i 
4 FA TA 
4 a CA 4e, e) — 1 
L= 1 lA 2 3 2 +d, —2 (e ap , 
| 1 de Ep Ho LI d, + 2 9 2e, en) EL 1 
i Rn a RI 
Nel caso (2j; possiamo supporre B=1, h=8,, Gg =6@, - 
= =1, Si ottiene: 
- Ea Date e e Le CNN RE a lame e 2 E 
—— Eis UM me EE CET o 
È b 
| 1 
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= en T "ài (IS 8 18 
| Co im Auc n cient gio E 
E q L Gregor ca t — (de ol 5d) 79 + 428, i 
E oa sep 
3 LR d M 4v 61 62 01 TR dA ted 
Mia 3 4 e 2 
i _ 1 (ed + eje — 68, 0, 0, "7" + cf + 2e, cî 
SS da ES Pa] 
E E. Nel caso (e), possiamo supporre a=1, a4-s5,0,, b= 
» 170-1456, 4 =4=1. Si ottiene: 


3 E : — tr Ci c3») CA eslv—u) 


“a, TA 173 Lan s 


TIA DM]: gn um ei^ — dc SC en e Bed) — 96, 

E utm IS 2 a 2aî (1 — e, ei ' 
E CUL UK MEE EST: 

E v PM ooh 29 (en i 
x Nel caso (e), la superficie ammette œ? deformazioni proiettive 
EC in sd, come si verifica facilmente, 

"d Nel caso (s), possiamo supporre a=1, ay =>,4,, b,=8y0,, 


UE AN Posto s — 4-1, si ottiene: 


E. g90—9 ( —L — ge" i ess) Les ro 
—- * a, ? 
i e gia fg 1 — s, c9 


B. 

p. L= du RE Mar t 2 et — T E ud + 

EC 1 86a,c, e") — (Gesa? +503) e? 7" — 2eeyayc, e"7" + Bai 22,0] 
! A MEL EE a 
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M= GARI es + A a 
1 26a,c,e9"—.—— 9 e? e3-9 — 8g eze" + Bai + 2e; c 
— Ba (sy — ey ; 


Nel caso (€) si vede facilmente che la superficie ammette oc? 
deformazioni proiettive in sò, 

4. È inutile esaminare direttamente la soluzione (E;) dell’ e- 
quazione (Æ) che nasce da (Æ) ponendo per A e B una coppia 
di quantità complesse coniugate. É evidente che soltanto i casi 
(tes (8i, (Bo (B)a possono dare superficie reali. Ora le quan- 
tità di, d, devono essere reali, come si vede subito, sicchò nel 
caso (a) A deve essere puramente immaginario; ma allora A + 
+B=0 e (x è un caso particolare di (8),. Non restano per- 
tanto che i easi (8), , (8) e (B). Nel caso (8), si può supporre 
A=i, 44 =4,, b= b, — — a, (a, reale) e si ottiene: 


1 1 1 
"ua y 


ER 1 RE EE I 
L = a, sin 2u + E "AMETE DIES . 


à px 3 1 
M =— Ya, sin 2v + TAO oe costa —u) ` 


Nel caso (8), possiamo supporre A=i, p=1, by =4,, 
y= — Mi. Si ottiene: 


EN UA UE LM A 
sinu—v' 7 sin (u —v) " 
i 3)? 1 
mice xin Tener MAT rer ; 
3)? 1 


oa A gr anu co 


Il caso (8); non conduce più a nessuna superficie reale come 
si vede facilmente. 


a "> Hol 
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8 78. — Verifiche per le specie B,, B,, Bi. 


A) Specie B, 


kc 1. Vi sono due tipi distinti di superficie della specie B, dipen- 
M E denti ciascuno da due costanti arbitrarie, 

E Supponiamo dapprima a,b,+0 in (Z,) e poniamo per brevità 
E | 

A (1)  22a,b,(u— v) —2, by + a4 0, m = a, be, + agb, e, — 
e 

3 — db, 0, LI 

Ex 

m Le equazioni (23) e le (8) del $ 75 dànno 

2H ce +m c,2—m 

à = gái = AN IA 

E. (2) poe OPERE fia "AE 

4 r . 1 gau a, 

B: (3) U —31* ; 444 da — 57 +d, 

E. pe bv +b ai Td. 

E T MR EEE | 

e "i $ 

P. Se A —0, le equazioni (3) devono sostituirsi con 


(00 Qu Ud, YE) eo Hd, 


n Le equazioni (4) del $ 75 dànno 

E + =881=3 de D e 
E Ora dalle (2) si deduce | 
E- pipe + IT 
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sicchè possiamo prendere 


A m 1 i 2c,m 3m? 
5e — e T) Tab, (si > -3 ) 
(4) 
m 1 2c,m 3m? 
nl )+ = (a+ ^ 5) 


Ora dobbiamo sostituire i valori trovati nell'equazione (6) del 
$ 75. Se 4+0, si ottiene dopo un calcolo un po’ lungo 


AMT |- (aem) m au n me) js 


1 


84? a,m 2A 20m cm? 3m? 6 Aajb m 
Ala pura (2 È 1 )- Ri" 


neg m), Galbim ia (2 25. se- 
1 


b, \% 24 24 b biz yl 
(5) 
A m 2A? om m 
sam A (dt) — — NE 1 — — 

e | a, (o, 2 ) ab? (a ci + x) T 
84*b,m , 24 24m om? 8m? 6Aa, bim 
t Uk rar Em Lr iyu es 
2m (20 3m? Gab? m Ac, Am bm 
—(——-—-).]————234(—-—-———-2 

a, N23 2 ri ANA a, 2 S À S 


Se invece A= 0 si ottiene: 
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6m? (1-3)4 + 6aibi (a, — b, jm + — 


1 151 1 
(5) —4cim (1 — i) T PSE 2m (a, dy — b, di) 7 + 


(ab? — aîbî)m 1 0,2 
a,b, 23 a, b, 


+ 


2. Consideriamo dapprima il caso A+0. L’ equazione (5) 
ha la forma 


g^ "9 P = ¿ANO 
P e Q essendo funzioni razionali di u—v. Deve essere quindi 
P=0 e Q =0. Annullndo i coefficienti delle diverse potenze 
di z nelle espressioni P e Q si ottiene senza difficoltà l'unica - 
soluzione di (5) per cui fi +0: 


Consideriamo ora l'equazione (5). Si vede subito che vi 
sono due modi di soddisfarla senza fare By — 0 : 


(By — 4-90, «20, ba, 2a(d —d,) =0—0; 


(Ba 4-09, a =0, c=a,b,, 2a, b, (ad, — bıdı) + 


+aîb}—aîb=0. 


Nel caso (a) si può supporre A =1, a, — 5, — 0, Si ottiene: 


DE a e rom pese di gr 
y È ay v—u ? 
os OE ART 
Lie era neo ere A pie “pe vat 


Vr 


E 


E 
[1 


2H 
Ls 
eta 
VE 
v 
* 
5 


20 7 AÛu—v)—200— b, ad (u—v) =20,u + 


7. 


DS 
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; 1 ¡AA È 1 
iy 2 uv 2 (uo ? 


I casi (8), e (8), conducono a superficie che ammettono œ? de- 
formazioni proiettive in sò. 


3. In ciò che precede abbiamo supposto a,b, +0. Non può 
essere simultaneamente «a, = 5b, — 0; d'altra parte, il caso 
a,=0, b,+0 si riduce al caso b,= 0 scambiando u con v, 
Resta pertanto il caso 5, — 0, a,+0. Un calcolo che ometto 
prova cho, se A+0, non si ottiene niente di nuovo. Supponiamo 
dunque A =b; — 0. Supposto, com'è lecito, a, c; — 2agc, = 0, 
le equazioni (Ej) dànno 


U= w! E au 4d, V = bgv 4- da. 


Dalle (4) del $ 75 si deduce subito : 


Sostituendo questi valori nella (6) del $ 75 si deduce : 


2e,d, 120 


20,49 — 4d 
di 


Confrontando i diversi coefficienti si trova: 


PA. (2a, + ba) b, i 


¡=—01d3, dy = 9a, 


Si può supporre 2c,=4,, 44=0. Si ottiene: 


L 

Y 
ES 
f. 
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“n 


B= (09), 1=1, 


2 
L=—L e py uio) +4,, M =byu + + 


B) Specie B, 


Vi sono quattro tipi distinti di superficie della specie B, di- 
pendenti rispettivamente da 4, 3, 3, 3 costanti arbitrarie. 


Le equazioni (E;) e le (8) del $ 75 dànno, posto c, =+: 


1 k 
Rec AA pelo 


1 {a,b Ay b 
ol en s Si ed y taa, 


k 
(7) 
h (A+B)v 
RU ELLE +4. 


Dr gav ai ba op. 
a gn: 


convenendo di sostituire w e v rispettivamente a *r ee od a 


ir e24, se A=0, e similmente se B —0 o se A-]- B —0. Osserviamo 


che non si restringe la generalità supponendo che a,+0; infatti, 
se d,— 0, 4440, basta scambiare A con B e non può essere 
simultaneamente @,=@,= 0. Supposto quindi a +0 si deduce 
senza difficoltà dalle (5) del $ 75: 


dna bad 2 
Tara lata" à A_B 
(8) 
di pia LS xd 
2 ara | a2+4 a A—B]' 


A (v EI E i , 
and Iw INL T SC ATI 


MA. vies À " 
UE AUREAM OST aT 
7. P 
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S 


dove ho posto, come al § 77, 
(9) gina mi»; 


: Sostituendo i valori trovati nella (6) del $ 75 si trova on 
mie” calcolo piuttosto lungo 

y 445 

y +248 | — a B(B? |-2d,): + 


N, da | 2(4-+2B)a,a,d,+(A—2B)k+ (4 + $ > 3) Bk— E 
—a,a, (43 — 643 B + 124842) a + 


d EE dana MiB) he (AD su) 


F pe; (10) + 4,4 (449 — 124? B + sap. B | a + j 
3 ra [=omaar 4 AE 1a] 

f = k} —0A(41+ 24)2 + È i 
| a 
: +a|-2@4+5)a ayd, — (24 — (E +9) Ab+ È 
y M 
Mes ay (14912498 + GA — 9) | + E. 

* Tu E CS aider A ale (2 + 38) i— 


(10) — a a, (43 — 64? B + 12 AB? — ano) z+ 


MU A RITU SOLO SI 
LEENT mV rop At 
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+a —204 -5 Sta i-a i] |. 
In quest'equazione : 
se AB(A+B)+0, n=0; 
so 44+B=0, 1 =2h(0 +a,2)* [4(u—0) (az — a) — (09 +4,2)); 


so B=-0, n =b, (as +a,2)* [24a, aq (u — v)2 + a,2— a;] ; 


- 80 A=0, (obe? 9 (ay 4-a,2)* [2 Ba a, (u — v)  —a42 +47] - 


Si vede facilmente che i casi A+ B— 0, B=0, A=0 non dànno 
‘niente di nuovo. A tale scopo osserviamo che, se k=0, oppure 
B=b,=0, od infine 4 —5,— 0, le equazioni (£;) sono sol- 
tanto un caso particolare di (Z,). Ora se AB(A + B) —0 il coef- 


ficiente di w— v nell’ espressione y deve evidentemente svanire. 
. Ora ciò dà, oltre le ipotesi A+B=h=0, B=b,=0, A=b,=0 


che possiamo omettere in virtù dell'osservazione ora fatta, sol- 
tanto B =a, =0 oppure A=a¿=0; e si vede facilmente dalla 
(10) che allora sarebbe necessariamente y = 0. 

Possiamo quindi supporre AB (A + B)3 0 sicchè y — 0. 
L'equazione (10) possiede allora quattro soluzioni distinte, Rin- 
viando alla Memoria di Cech citata al 8 precedente, accontentia- 
meci qui d'indicare senza dimostrazione le quattro soluzioni che 
sono 


(2) k=a,a (AB), 2d, =—A?, 2d, =— B? ; 


a 3a$ 


(0 4—3B, k=- 2d, — D, 2d, = — B?; 


2a? 023 
Mi 4=2B, ke) == 2d,= — B3; 


(ta A=2B, a,—0, 2, =—4B*, 2 =—B?. 


(5) Restano da calcolare i valori di f, y, D, M, semplificandoli 
mediante un’opportuna sostituzione della forma (2) del $ 75. Nel 


bé MEE RET 
e hada Mido e no 


€- 
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caso (a) possiamo supporre A=a+1, B=a—1 [aeih 
ag=6,0,, h=4s,, =% = 1. Si ottiene: 


1 (4D (u-») e(%+1) (vu) 


Re 4, e petm) ? "A e, +er(0-) ? 


s, b, b, M LL ETT E CE : 
ro xag | ce et 


6s, eur) 26,4 


E + t rem 


EE e (e) [PEL jeter Ram Cty 4 


Ge, Mu") 2e a 


E caso (8) possiamo supporre B —1, a,=e,0,, h= dez, 
s — 6 —]1. Si ottiene: 


dae 1 ge MES n a. 
414000 ? di a4 "444099 3 


LU — e Ege" — 2 — 


2a Fao Tea C 


ss os 


ni b 1 
12,4 — 82 PA pig IL 
2 2a (Hs gest 


nah ¿e 23 


1 al 
n al 1 EE € es D 


Nel caso (y) possiamo supporre B=1, a, =aû, h= E ue 
d$ -ed-l. Si ottione: 
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2 pia gu» x 2 ev" 
a Tas? Lian l4-ee^—* ? 


ES _ ab e A gi" 8189 su 3 1 
M e RÉ iu CUL RS 
E. 8e puc 1 

jor 


3 A gu 


a Amb 4v d ba 20 "i LáAáAÁ< je 
val M = 4 e d 9 e 69 € TA (14-6678 ` 


} 


A 3 1 


q: * 

À Nel caso (y), possiamo supporre B=1, a =s, h= 36 N 
A s =s = 1., Si ottiene: 

E Bee", yk 0-0, 

È n ni 4 E 

E, L-—— AU "—2--3ke'7", 

E & & bg M cs 9v 1 

^ M= D e — Egl E LI 

CAS 

A Dovremmo cercare ancora le superficie corrispondenti alla solu- 
P zione (2) ossia le superficie reali che si potessero ottenere suppo- 


nendo che 4 e B siano complesse coniugate. È evidente 
"A che ciò non può accadere che nel caso (x). Ma neanche qui non 
E. si ottiene niente di nuovo. Infatti, d, e d, dovendo essere reali, 
br A e B dovrebbero essere puramente immaginarie, siechó A+ B —0. 
: Noi invece abbiamo visto che il caso 4 -|-B- 0 non può dare 
nessuna superficie. 


E C) Specie Be. 
p Le superficie della specie Bg formano un sol tipo dipendente 


da tre costanti arbitrarie. 
Cominciamo coll’ osservare che possiamo supporre ab, +0 
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nelle equazioni (Lp); infatti se a, — 0 oppure b, =0 si ritrova un 
caso particolare di (E4). Le equazioni (Ej) e le (8) del $ 75 dànno: 


p= g^ (uv) ve cer 40-9 
(11) ^ Gu—v)+a > a (u—v) +4 " 


a, b, | 


1 a,b 
U= et | oe (abtab— 25). u-+ Sur 


a, ba + a4 b gb 
= 1 _ 971 + 14 5 Ene pm +a] +d, 
(12) 
Temah abv? + a ee PL vidi 
2A +2 pi itt A 24* 
a b, las; lg bi 5 Qg ba | t 
Mme "Ress fur e 


Se A=0, le (12) devono sostituirsi con 


U- Sb u? + is + Le e (9 +h)u+a, 
(12), 


Dalle (11) e dalle (4) del $ 75 si deduce facilmente : 


essendo 
(14) z= ay (u— v) + a . 


Sostituendo nella (6) del $ 5 si ricava 


np eat E (az + c) Pina 6A (aj + c) £ 2c A? + a (34? -- 24,) ME 


2! 23 a, zi 


kc] 
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15) — scesi + era) fagta 5 DE GR + 


2c A? + a1(34?* + 2d,) A (4? + 2d,) 
ue e A ORTE ERT TRE iI 
dove : 
n=0 se AO, 
chi 1 ai 250) 2a, ag h ja 
tai” (-+ ETE S la b 22 ain 


E facile vedere che l'ipotesi 4 — 0 non dà nessuna soluzione 
nuova; infatti il coefficiente di z nel primo membro di (15) è 


allora bic, che non può esser nullo. Se invece A+0 si ottiene 
subito da (15) 


c=—aî, 2d =—A?, 2d,  — A*., 
Si può supporre A —1, a —0, b, =b, e si ottiene: 


CUR cda =q ala: 
letra uw» ai ren 
n 1 Qu 2 ESA RE : : 
L6 (a,b, u* + h) 2 up. od (u—0w? ? 
* 
? 
M = e (0,084 — + : ru- 


Lo | 3 (uw— vy i 


D) Quadro delle quantità B, y, L, M, relative alle superficie 
che ammettono un gruppo continuo ad un parametro di deforma. 
zioni protettive in sè. 


Le trasformazioni del gruppo sono 


u=u+t, d=v 


per le superficie della specie A, e 


u=u+t, rer 


n N N > 


-— 


"B 


Ca 


vio 


Acri CO 
- 


Carl (xe 
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per le altre specie. Le lettere e, &, sa indicano «thy 15 casi 74 j 
: $—--1 ed e=—1 sono distinti anche nel campo complesso ; i 
= icasi & —--1, e,=+1 sono distinti soltanto nel campo reale. per 
Le altre lettere indicano costanti arbitrarie. SE 
E 3 
AM i «Ti 
ES i Specie A. me 
$ VSS f=1, y=0 L=2au, M=-—u+avi+b. v 
E a f. 
NEN d Beli, =sin 40, L= ^y +a, M = — Aucos Av+b. ` E 
SAI x a 1 è t 
E Bel, trs (opa dm $ 
n di A ; E 
b Des — q Ad M=— e (e"—8 0) b. : t E 
ab oU Bel, y=, E. 
iu : F4 
De" an uw ^ 
i L=—- +4, M =— au"? 4b. GA 
ES v. a 
es Specie B, , A 
| dF ds 
b» Beet, Tumor dz x È. 
zs dr _ dF E 
È a DA res la pende” 20 Y. 
: L 2 Fija, M T +FP+e®, E 
5 EEUU uv e F o soluzione dell’ equazione differenziale del A 
4 ME quarto ordine A. 
TIG dp op ar BF. dr d 
OM SN NA Dior PE al ne. 
Wa? qu t3) qa d. 1° (E id js +2F+1)+ 
E | A 
dep dr dr ar, d*F dr H 
2 — — — — — — — — AS | 1000 
es s AIG de Fo AE da Te) A A 
am B=1, y=7, L=2F+a, M=F+bv, SE 
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dove F à funzione di z-— w— v ed è soluzione dell’ equazione 
differenziale del secondo ordine 


y. Ea da + SP + (2a+ 1)F =bx, 

«N : Specie B, . 

z A dF ch dF 

A 7 | Eya), y=e VE) 
3 3 dF 

OR = ¿2 drca Na 

E UM uisus qt «ya Pte, 
E 1d IE ES 
A M =e” +b+— ume etd nr Gridalo 2; 
p anche qui z— w—v ed F è soluzione dell'equazione differen- 3 

A ziale del quarto ordine 

2 coca [1dF 3 (dar DF 
A ut mee) Ex -4 (F) T da Y 
A 3 /dF\?/dF y» dF dF 
E. ++ (ue) (trat) + 
| dF + 2 dF 

, a 

pi + 2a (Te) ALA +2(P — a 2) 7 + 
E dF : d? T 
MP x p E 
33 EE y jenes iei. i: 
| taaa) +o De + 200 ( A 


3ar 3 (aF\°'{ær\ 
+) ala) Var) Ÿ 


F 
(rot) + (1— 3a? +- 2) E + 
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i A 
T mn)" ES) | 0; 


8° B—(1—a)F+0b, y=ar , 


p? 3 
Lam + Je (1—aP + 2abF , 


M=v+ Ha (1—a) F? + abF ; 


F è funzione di x—u— ed è soluzione dell equazione diffe- 
renziale del terzo ordine 
T + 6(1—a)F* + capii — 2(1 — at — 


—23(-—a)F—b-0. 


9? p2— 


a? ab 217 


L=u— g o uo 


a? ab 1 
yrs oec gir me Deas PT 
Specie Ba. 

eC (ou) 
l— eb)” 


e (441) (u- 9) x 
dede pario Y T 


e2 (441)u "e aero ET. 4- 


db 
2(a +1) 


4 [—es(a + 5jet(0 + a—1] 
(Laa (u-0))? 


IR i 


r 


sia 


OL 


EA Fato ibat 


PR NA T A T , £ y Aana 
2 Os LM MU Cs i suli 
t Ae Elo O "RO NA n CARE A ra e 


GENOA SEA DRE OU EL Cu" 
SE b 3 DE à la—3% 
= ie n > Em 


(1 — e, et (ue) )2 ~ y 
B=2a e (041) (u-0) — g e (2-13) (u- 9) 


1— et (v-o) 


GI e (4-8) (u-v) — ge- (0-1) (u=v) 
(Tres 1 — et (uo) 


e ab yes (a + 1)* 
Wi o 


L= Terne“ Aa 


+? [6 (a + 8) 679 — (a + 6)et (4-0) — e (a — 8)02 (079 + 1. 
(1 DIA et (u-v))2 


e2 (&—1)o __ 2 + 


b 4 sb 
73 + na 
3 + 2[— e (a— 8) ef 79 + (a— 6)e* 79) 4 (a — 3) 02 (79) 1] 


(1— e (ue) 


12" 
2e ex 


rr ? 


ab 6 e eat") 


L=5 (2 — e, e -) + + 68, ac + KTTC 


3 y e 1 E EJ SE Gee2 (uv) 
IS ei celi le de Ted + 
13° 
7" dir a 
e ee” — e ) VEA ) 


> 1 


A IO A O 


3a? 1 
< 20 e e72 NF Dci ORNE. SR 
M =eb(*"—eye )+c 2 eng: 


__ 4e, be" — ae" .. 48 ae" be" 
wi a + b er io) — qc 1 a + b eu) ilu) ? 


_ Aa 4a (a—b) 
(aby 


. 4 [Gabe («7 — (7a?4-502) , («79 + Gabet) + a8 — -02] 
(pe co rr y ET E Ù 


L= sae" — be" — — 


+ 


17,09) | 


^ 
M = eg ae?” — be — > tay + 


4 [6abe* (79) — (5a? + 752) e* (79 + Gabeit«-9. qt nos 
(a by (oce PN 


e3 0) gr 


B 5a 1=—4 


dito DA et) > per 8 PET 
ai Beto — 26, 
2 (MAIZ ? 


= bo" 61. "aen sup D bia 
L = be" + Da * 3 8,4 


tap bt a = U^ +9 
vue CE NT Y We 


1 
unio aee (res aries: 


q 2677" 1 —a t 
qe) Te E 


Lab 4 3e 69) — 4 (1 — s a- Fat) + 
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95 (1—a?) et (42 MEME t=) (1—42) e9—9.1- atena 
A Y e ET [c RE S S 


M=ble + Be) — + 


+2 (1—22)e9*-— 2 (2 ea --2a?)e**7? 5(1—a? e" —2(1—e6,a +a?) 


(oce v 
E in 
a a 
f= ae: 17 A? 
E ln a? al dee — 1 
L=b (e + 26189) 407 T ge à 
2 5 a  a*2e,69-79 + 1 
= ezb (s, e* di Reda -T AZ : 
18* 
2a ANA 1 
e= aa T a HAT 
NELLE pio LL idm ut 
L I' + eyabe” --c— 2 (eI — 
D Deu tag Iul 
ima poner AER sl 
19* 
s e» (a: q bat?) eo (a -|- e, de?) 
E 1 La e 81 enu" vu m 1 LM e, ee) 3 
a? 1 
: - « u A Tee LH EN het 
3 L = c (e“ + 2e, e?) 2 s, b 3 
E 1 Ge,aded-) + (deja? + 503) e? — a? — 26,0* 
SU: 1= A 


- Pa 
sed. Cit Lil A 


Y^ Y |^ Th en 
LO UA LA € 
BISON 


umo 


hard NON RIGATE CHE AMMETTONO UN s ecc. - 


SES 


1 (26,02 + 09) el) + Gabe" + a? + 26, o m 
XXE = gar i 


esto) i eae 
digi. lir purs SA 
1 aè Bert — e, E 
Hex Ou MU Edi E Ar apt Nr 
L = b (2e + 88,0*) 9 $40 3 (1—«s&e- ? 


1 2 ¿lun L 9 
M b (Is a ET 


pl A") (a — se MN) 
Ka 69 — etw 


dir e3lv—u) (a — 68, q») 
Mi UTE a pl” 


L = b(2e'* + 3e, e!") == eya? ER 


Je _1 8sae3"— — (65, + ba?) e?7" — 2eeg ae"— + 3 + 2e, a? 
2 (s, — AP IRE 


M = b (28, e" + Beet) — 2 — 


.1 2ea pl — 2a? o3") — Bee, e" + 84 2690? ES 
DD essa: GET Co # 


: SA MUR EL di 
cos(u—v) ? SE À 


"s a  cos(u — v) 


1 


1 
L PD goa io " 


ONES 1 e 3 1 
Mora PERRA CEU a D TV Tee S 
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3 2 26* 
SA 


CAPITOLO OTTAVO 


m I E, SITR CR 
irs Sin(u—v)' "7 sin (u—») ? 


3a* 1 
A A e c i , 


, 2 
M=bsin2v +o— SE I 


2 sin?(u—v) ` 


Specie B, 


Pi Er em a a (v — u) E 
1 1 3 1 
VUES AE: LIA". PA EA 
a 2 u—v 2 (u—v} ? 
b 1 LR 1 


SE Lis VI Aba EE CNE art Le a pe 
= "yip 2 in uv 2 (u—wv)y 


p=a(u—0), 1=1, 


L=—2au+a(u—v)+d, M = 204 ++ x 


Specie By 
1 (19-9) a (041) (ou) 
rn ^ EL aa TEDE ur TN 
NS 1, 2(& -1) dui ii Qui 
7a D RA 
(a + 1)? 65, e (u-v) 26,4 
q 2 (e, $e (u=»))2 e, +e (u=) ? 


E à ` Ma p e? Gip -t ee EN E a 
E à 
E A QA a 
E. 2 (er + e (o) a jet) * 
E or | | 
E eve vu 


Ba 1 + e, el) ) Cd qe y 


3e, a? el) 
zbeU 24 NO > CSL 
L=be"+ ce?" — 6,6, e" —2 7$ Trader 


1 
ET 
Sax + e, ed È / 


1 3e, a? e 
imc Y E c uasa PRE ru es o Dit 
v e - "T 2 RIA (1 + e, era «hi 
1 
2 
Tm l-4-s,e9"—9 " 
su» q. 


DAS 1+e,e" ? RIT eT , 


u0 


L= be + ce p 12 v 53 o EEE 


3a? 


+ pae? 


uv 


M=2 (bet + ce”) — s, e* — + + 36, a? A" ue 


Get iier 
1+. er” y 


1 
Bus dea ren DOS wt 


Vinti 


Quem, qa, 


e 
L=be + la eg + 3e, ae", 


cd 
M = ce —e,e? Tg . 


e" 
= 
gu v—_u ? 


p= 


u—v 


E Ue ME! 1 
L= (bu? + c) e? TR 3(u—) TS 


3 1 1 


M = (n + oen — + TT UN d'os ^5 


Carrrono IX, 


QUADRICHE DI MOUTARD E CORRISPONDENZE X (È). 


$ 19. — Trasformazione delle equazioni fondamentali. 


In questo Capitolo riprenderemo le ricerche geometriche ini- 


ziate al Cap. III relative all'intorno d'un punto; in particolare . 


dimostreremo un teorema di Moutard relativo alle coniche osculatrici 
delle sezioni piane. Oltre diversi risultati nuovi dimostreremo del 
resto anche qualche fatto già stabilito al ricordato Cap. III col- 
Puso di coordinate particolari (asintotiche), dandone, a base delle 
formole dedotte al Cap. VI, l'espressione valida in coordinate 
curvilinee qualunque. Cominciamo con una trasformazione delle 
equazioni fondamentali (Cap. II $ 14 A) 


Tre Pa Zai,x, + a X + DV, 
j ES > Dai, E, + An E + Tra É œ) 


e precisamente dimostriamo che esse eguivalgono alle 


1 $ 
-5 dF +F; na. E, ^d 

d'a = de qe AS ADA pg; 

F, F, 


` 


(3) Supporremo al solito cho il fattore delle coordinate w sia scelto in 
modo qualunque. Si avvertirà esplicitamente quando si vorranno usare coor- 
dinate e formo normali. 


ES i dida 
L'E "usc ‘aci 


Lig 


AA 
uM 


folio? de 
PAU ur 


E 


We 


IS Y DIS 
D 


PAE IS pe ER 
à BA NS à T 
> 


B e ts Led NS i A 
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0) 
> dF, F, 
al Ml 2 ' 
ent A A D, 
2 2 i 


dove, si ricordi 
P= Xp, du, du, , IL En, du, du, , 


2?u, sono i differenziali secondi contravarianti (Cap. 189 A), Du, 
sono i differenziali coniugati (Cap. VI $ 56), 


Dx = x, Du + x Dv, DE = 6, Du + &,Dv 


F = La, du, du, Du, (Cap. VI $ 57). 


Infatti è evidente per la definizione stessa dei differenziali 
secondi controvarianti che le equazioni ricordate possono mettersi 
sotto la forma 


dix = Da, õu, + Dat, x, du, du, + F,X + Pa, 
dé = Li, du, — Baj bidu, du, + PE + IlG; 


sicchè per provare le (1) occorre soltanto lia le identità 


ur eZ, du, 0%, 
(2) Dx du, = 3 rA D Rd + Ao DA 
1 dP £20, du, du, 
PRES pe mus ere re À 
(3) Lai, x,du, du, = m da: —apiDi ; 
(3)u, Xat, 6, du, du, = D TU Nas. 25 D. 


Le 


(2) 
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E ci basta dimostrare le (2) e (3) le (2)m e (3), dimo- 
strandosi in modo perfettamente simile. 


Supposto P (* i punti dx e Dx sono linearmente indi- 
pendenti, essendo (Cap. VI, $ 56, (5)u,) 


du Dv — dv Du = -jm Z i 
e quindi i punti z,, x, e dunque anche i primi membri delle 
(2) e (3) ne sono combinazioni lineari, cosicché possiamo porre 
Dx, u, = Mz +- ÀDz , 
Xal v, du, du, = pde + w De , 


dove A, X, œ, p sono incognite da determinarsi. A tale fine 
moltiplicheremo le (a) per dé oppure DÉ, osservando che 


Sud = — aj du — ado, 
Sa, DE = — ty Du — ag Dv 1 
Sdadé == —YF, , SD+DE == — Lan, Du,Du, = PF, (Cap. VI $ 56, (5), 


SDxdé =— Lan du, Du, == 0. 


Troviamo così : 


— Lau du, du, = — F9, — Ban Du,0*u, = eN Py , 
— Daian du, du, du, a Xa, du, du, du, = — Fs = WF 9 


— Ya... Du, du, du, = — F; = sp Po . 


| 

(*) So Æy=0 lo formolo da dimostrarsi perdono ogni significato. Esse 
sì possono in tal caso sostituire con altre formole analoghe, Cfr. più avanti 
il 8 84. 


460 CAPITOLO NONO [8 80, 4] 


Per dimostrare le (2) e (3), occorre vedere ancora che 
Xa, du, 9* u, = dF, 
ir OU, 0^ V4 = 79g 5731 


Zan Du, d'u, = — Dòn du, du, . 


- 10 


Ora la prima di queste due identità è già scritta al Cap. II $ 9; 
per dimostrare la seconda basta scriverla nella forma : 


2'u(a,,Du + a,4Dv) + wla, Du + ag» Dv) =— VA] (du&?v — dv6*u) , 


e osservare (8 56 (3)quster ) che 


1 1 | 
du= — mar e Du + as Do), dv = Mar eap» TD). 


Le formole (1) sono quindi dimostrate. 


$ 80, — Il teorema di Moutard. 
A) Un lemma. 3 


Fissato un punto O di una superficie non sviluppabile S e 
in O una tangente non asintotica t ad S, il luogo delle coniche oscu- 
latrici (*) in O delle sezioni di S mediante tutti à piani che pas- 
sano per t è una quadrica non cono (**) che diremo la quadrica di 
Moutard appartenente alla tangente t. 


Ricordiamo dapprima il teorema (Cap. I $ 8): Indicando 
con x le tre coordinate omogenee dei punti di una curva piana C 


(*) a contatto cinquepunto. 
(**) Se S fosse sviluppabile, la quadrica di Moutard sarebbe un cono. 
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e con é le tre coordinate omogenee delle rette tangenti di essa, 
e scelti i fattori arbitrari delle z e & in modo che sia identicamente 


(1) S (did? — æd’) = 0, 
la polare del punto 
rox +ride + r4d?z 
rispetto alla conica osculatrice a C in x è 
Y roe rd + rai. 


Per il nostro scopo abbiamo bisogno di generalizzare questa proposi- 
zione alle curve piane nello spazio. La modificazione dell' enunciato 
è evidente: Se con x indichiamo le quattro coordinate del punto mo- 
bile sulla curva piana O, e con È' le quattro coordinate di un piano 
scelto ad arbitrio (*) fra à piani tangenti a O in x, il piano 


rt + nd +r dE 
contiene la polare del punto 
rot + ride + rad x 


rispetto alla conica osculatrice a O in x semprechè sia soddisfatia 
lungo O la (1). Infatti, se il piano di © è un piano del tetraedro 
di riferimento, il teorema si riduce subito al precedente; d’ altra 


parte l’enunciato è evidentemente indipendente dalla posizione del - 


tedraedro di riferimento. 


B) Dimostrazione del teorema di Moutard. 


La proposizione ora enunciata, insieme colle formole (1) del 
$ 79, permettono non soltanto di dimostrare il teorema di Moutard, 
ma anche di scrivere l'equazione della quadrica di Moutard in 


(*) purchè diverso dal piano osculatore in œ a C. 
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coordinate curvilinee qualunque. Precisamente dimostreremo che: 

Se i differenziali du, si riferiscono allo spostamento infinitesimo 

lungo la tangente t, il piano polare del punto i 
Y = pot + p,dz + p, Da + pa X 

rispello alla quadrica di Moutard appartenente a t è il piano 


Y = 096 + 0,46 + 04 Dé + o4 E 


dove 
2 F F; s 
So = Po + Trat Fat 4 


2 Xa, du, du, du, du, 
x E 


gema Fe I-P À 
ex Pr RECU nt Fm 


(2) 


m 


F 
d ie lle y pi Ps: Go = Pa 43833 Pa 93 — fa 


e inversamente 
| 


i 2 F, Fi 
, “e y mov» F 9, + 
2 Za, du, du, du, du, PE J- AP n P— x] E 


(3) bis 


2 F, We 
à —5 bug Pa = 09 — 2e FF 0 , Pa = 9 + 


Prima di passare alla dimostrazione delle (2) (*) osserviamo che, A 


(*) le (2)us sono conseguenza immediata delle (2). 1 


EN Y wd n 
dl Mi IG " Ca NÉE 
DEA EA 
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se escludiamo il caso J — 0 delle rigate, la prima riga delle (2) — — m 
e (2), può scriversi più semplicemente (*) * sa 
2 Ps Pi de 
So —htuwh +23 Pa Se 
1àJF,  2:XjDu.Fj 16 Fi E 
A ES as 3 
1 E 
X (= T + v) Arst du, du, Ted : 
| genre wc Li — 
" B. (2). ‘a sa 
$ 2 F Fi + 
Map at pat ares 27 at Be 
: 1 dJ F, , 2eXDu.F} 167 E 
[33535 NS DNE pilu È 
à : Y (s > > v) Arai du, du, E 
E. n F, 93 E 
r 7 F ES 
È + Inoltre segue subito dal teorema che dimostreremo che il punto 3 E 
n \ De E: 
Ec pox + pide + pe Dx + pX <TR 
Sta sulla quadrica di Moutard se p! 
| 4 F F, Vi 
^ uu len? Ea jes } =. "A 
p 20s fa — Fa (pi — epi) + -g p, Pa Po + 4r Pa Ps + m 
n 1 
(*) Basta ricordaro dal Cap. VI le formole $ 57 (4), $ 58 (1) e (8)ter. E 


c 5r iC à E M Mim. ^ 
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2 La, du, du, du, du, 


ds sxa) a= 0 (5. 


C) Dimostrazione. 


Veniamo alla dimostrazione del teorema di Moutard. Nell'ap- 
plicare il lemma del $ 80 A al caso di una curva piana C tracciata 
sulla superficie S possiamo scegliere per il piano &' il piano tan- 
gente a 8, prendere ciod &' proporzionale a 6. L'identità (Cap. II 
8 13 B) 


S [ad (p) — d? xd (p$)] = 2p F3 — 3dpF, 


dimostra subito che la (1) è soddisfatta ponendo 


€ LR: | 


“ Il lemma ci dice pertanto che la polare del punto 


Y = fot + rida + rode 


(*) Se JEO, ciò può soriversi 


x, 4 7 Fs 
2 po pa — Fa (pi— sp3) +3 punti De Para + 


un tes Ri Vu auem ^ 
Mr EE Me LET we I pa | de hs x 


Rr cl e ge EFL pm 


n E E 
LA TR y 
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rispetto alla conica osculatrice a C in œ sta nel piano 


x Eit 
F, Ù , l + 
y=e : (ro + ra dé + rd?) = 


-[ne xU dg y z)"|t* 


, 


; d +(n+ Eneas. 


Sostituendo ai differenziali secondi dx e d*é i valori (1) del $ 79 
troviamo che 


1 Far, + F; 
y = (ro + Pro) x + tit. dz + 

Da / 

do — Nm" 

Shia + ForaX , 

2 : 
y 2d, , 45% 
| [nz fide (n iere 
FIAR, 
E ma tit F ra | dé + 

2 

E. de odere CF D E FB 

2 
E. , Ponendo 


» ? 


y = po* + pide + pa Dz + p,X 


y = 0 É + 01d + 0, DE + 0,2 


sará pertanto : 


1 
xh T Fa 


B. Po = fg + Pra, Pi eu lode fas 

TN 2 

n t 29, du, Du, — Fi 
EM RUBER cha ps — F, Tg, 

E PE 2 F, 2. 6H 
Bs «mn y gen (+ 3 d UH Las 
i 

Ne 2 ap +17 

4 AR RS 39, du, Ou, + F; 
NEN mh c4 0m nes 
-- i: : 2 2 | 


og = Far. a : 


A Se ne deduce : 

E : 2e F; F; j 
E. el us Tam Pa t 2 peo 3 

: t y 
T Hs y MS As 3 
4 

E dr, ri 

E E 2 a dF3 AF Sa 

* qm pRnt(n Pe tazen 

y 2 FQ 1 Far, 

Tm) | 

EN \ Questo equazioni equivalgono alle (2). Vale infatti la formola (*) i 
Er - (*) Noi la dimostreremo fra poco. 


i | MELI 
ALIS a v 2 lita t 
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SPONDENZE X (è) 


Mar —3 dh FO 
(3) x y a 7: 
= Fa Yars du, du, du, du, + Be 20, du, 8% u, . Pg (*), 5 D 
1 P. 
| Fed Fy— 5 (sar + re 5) Fy = Sd 
(uis x 
E. = — e F4 [Fo Equ Duc — 820, du, 9 w, ] E 
¡in virtù della quale i E 
b 2,79 1 Man 2 dr Fyd Fs E 
È Al Ergo va do ALA 2: 
3 ois 08 mes BTE IS De * 
8 
2 Ianni dü, d : pu 
36: at ^x 22 su + 2220, du, 8? us Ea, y 
n 2 $) 
| sicchè: ce 
3 2 Fi Fi E 
o= po -+ + + pr +28 9944 du, D? us re A 
A 5A Fi s du, srt 2 
^t 9 Xa, du, du, du, du, 9 Fi TS E 
iw. «(n EX pa esige runter ME DI Mi paz: NE 
FE t m. 
2. ESL Fi 14 
LA Po + 7g TN A+? at Pr 
Mele AUN 
Mo. 2° Pars du, du, du, du 2 Hn F# n—p TA 
È; (+ +2 | | 
E +( 3 Fi Ja ad daro mel $ “a 
Si T , i : À 
che à appunto l’ ultima delle (2). FO 
A sal 


(*) Se J40, la formola può seriversi (cfr. Cap. VI, $ 56 (30 $ 58 (1). E 


d 


E 


-A 
Eu 


n 


5 
È 
S 


b 


OP e PES IE P 


E di A id 


NS DON A 


ate A n t 
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Jl teorema di Moutard si prova ora subito (*). Infatti, nelle 
(2) non compaiono i differenziali secondi, sicchè, variando la 
curva C in modo che il piano di essa passi costantemente per la 
tangente fissa /, i coefficienti delle (2) non mutano e le (2) defi- 
niscono pertanto una correlazione fissa fra il punto y e il piano 7 
che gode la seguente proprietà: Scelto comunque un punto y dello 
spazio, le polari di esso rispetto alle coniche osculatrici in v a 
tutte le curve piane di S che toccano t in æ stanno nel piano 
h corrispondente a y nella nostra correlazione. Il luogo delle 
dette coniche osculatrici è pertanto identico al luogo dei punti 
incidenti ai piani loro corrispondenti nella correlazione, luogo che 
è, come è ben noto, una quadrica. Ma la correlazione definita 
dalle (2) è appunto la polarità rispetto alla quadrica dei punti 
d'incidenza. Infatti dalle identità subito stabilite (cfr. Cap, II $ 12 
(10), (134, (2) 8 16 C (9),, ecc.). 


Szí20, Sedé=0, SDE =0, Sz& 1, 


Sdr.t—0, Sdx.dé — —F,, Sdz.D& —0, Sdr.E — 0, 


(4) 
SDx.¿=0, SDx.dt=0, SDx.Di=eF,, SDs, E —0, 


SXE=1, SXdé=0, SXD¿=0, SXE=Q=-K-JS 
si deduce subito che la correlazione definita dalle 


9, = Bro Po A ba fr + Do Pa + bg Ps (r = 0, 15 2, 3) 


(*) Il teorema dí Moutard si potrebbe anche dedurre semplicemente 
dal lemma: Se due superficie hanno in un punto O un contatto del secondo 
ordine, e se un piano le interseca in curve che hanno contatto del quarto 
ordine, ogni curva situata su una delle due superficie che tocca in O la se- 
alone piana ora menzionata ha pure contatto del quarto ordine con l'altra 
superficie. Infatti basta applicare il lemma a $ e a quella quadrica che ha in 
O contatto del secondo ordine con S e che passa per la conica osculatrice in 
O a una delle curve C. Il lemma si dimostra subito se si prendono il piano 
della conica e il piano tangente come due faccie del tetraedro di riferimento 
r, Ma per le ricerche che seguono (Cap. X) abbiamo bisogno dell’ equazione (2). 


a T 137. SENI ONT ENTER VR E 
re AS o PTT ^ T. Wt aT 


S Aa ARS fi 
AR i 
SPOT A ) 


a RG y 
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ul E 
è polarità rispetto alla quadrica dei punti d'incidenza allora ed 44 
allora soltanto che i Pe 
biol's Ha =0, — eb Pa + by 0, bia + 6031 = 0, E 
boo + Ly — bss — 0, bor + Log + diga = 0, X n 
bor + Q bsa — cbas Fa = 0, E 
condizioni dalle (2) tutte soddisfatte, E 
n 
Resta da provare la formola (3). È ki 
dF = dLars du, du, dui = 
+ Lars du. du, du, du, + 3 Lars du, du, 934, + 
\ r 
Moltiplicando per Fe = Zag dw; dux risulta: 34 
Pad La = Fa Darsi dus du, du, du; + 820,54 an duy du, du; duy 8° wr + ^ 
4 »f b " 
Sottraendone 1 identità CIIM A- 
5 dFy. Fg = 32ain du; d? tin Dars du, du, du, = À $e 
=ILar an du, du, du, du; d? uy ^ j m 
8i ricava: i x 
Fs d Fg — + d Fs , Fg = Fe Lars dun du, du, du, + 
+ Bars Qin du, du, dui (B? u, du, — du, 88 wu, ) z d 4 
T | 
da cui si arriva tosto alla (3), essendo dul 
Daysi din du, du, du; (B? wu, du, — du, d? Un )es 
= — s JJA] (du 8? v — de u) 29% aru a dur du, du = (*) E 
———— CIS 
(*) Cfr. Cap. VI, $ 57, (Sur. EM. 
Funmi o Son, Lexioni di Geometria proiettivo-differenxiale. . 81 1 à 
^ 
> 2 


` (B)quater 
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= e VJA] (du &? v — de d? u) ZU, am duy du, du, = 
=s2 ds du, 8° Us Ebrsi diy. du, dui = 
= E dr du, 8 u, Pi è 


Nello stesso modo si dimostra anche la formola simile alla (3) 


RdFi— 3 dF: Fi = 


(3)tor i 
= Fa Xbu du, du, du, dui + 829, dus D? us + Pa. (*} 


$ 81 — Le corrispondenze X. (**) 
A) Loro definizione. 3 


1. Studieremo al prossimo Capitolo la posizione delle quadri- 
che di Moutard appartenenti alle diverse tangenti ad una super- 
ficie in un suo punto fisso. Ci occuperemo qui di alcune corri- 
, spondenze biunivoche fra la stella dei piani passanti per un punto 1 
fisso « della nostra superficie S e il piano £ punteggiato tan- i 
gente ad S in æ, che ci saranno utili per lo studio accennato. Pre- 
cisamente indicheremo con X (c) (***) la corrispondenza in cui al punto 


tot + T1 + rada 


(*) Se JEO, essa può soriversi 
harii (san +» 4) ri 


=— Fa (Pa bm Du — 82% du, y Us 5 


(**) Lo corrispondenze 3 che qui studieremo sono state introdotte da 


Cech nel Časopis pro post. mat. a fys., t. 60, 1921, È 
(***) e essendo una costante arbitraria, . DONE 
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corrisponde il piano 


80€ + 8161 + Sata, 
essendo 
, 
foifiifg = (o Lan 818; — E — : 
(1) 


H 81 Xa, 8,8; HEU Zan CAC 


e quindi, come si vede subito : 


2c 
8 $ 81 M Sa = (OS Tit, + 3 Zamrinn) H 


(Du 
ir Danrir,: ra Xan rr, + 


Dalla definizione si vede subito che ogni X (c) ha significato 
intrinseco ed invariante. Anzi, il confronto di (1) e (1)4, dimostra. 
che X (c) è anche invariante per correlazioni. 


B) La polarità di Lie. 


È pure evidente la proposizione: la corrispondenza X (0) è 
subordinata alla polarità rispetto alla quadrica di Lie (*) Se S è 
una quadrica, tutte le Y (c) si confondono con X (0); in caso 
opposto, esse son tutte diverse (**) 


Si può dire anche che la corrispondenza X (c) associa il punto 
ro -d- ri dæ 


al piano 
sE+sidE, 


(*) Cfr, Cap. III $ 21, 3 
(*) eccettuati gli eventuali punti di S dove tutte e due le asintotiche 
avessero simultaneamente un flesso. 
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2 | 
A = Peso — q Fo nina, 


E sinc (fin nn ): Pan. 
: Scrivendo qui Du; al posto di du; si vede che la X (c) associa anche il 
TM punto 
E ro Y + re Do 
E al piano 
ES $E + 2 DE a 
a 8e 
E 2 
s ninm (no A rin): na, 
$ (1) quater 
A vino (fim E rin )irin. 


C) Corrispondenza di Segre. 


La corrispondenza X(— 3) è la corrispondenza di Segre già 
studiata al Cap. III $ 22. Ciò si vede subito scrivendo la (1) 
in coordinate asintotiche e confrontando con le equazioni del citato $. 
Ma si possono anche facilmente trovare direttamente le equazioni della 
corrispondenza di Segre, definita geometricamente al 1..c., in coor- 
dinate curvilinee qualunque: 


Infatti, la corrispondenza di Segre associa evidentemente il punto 


EN | (EdEd* E) al piano (zdzd*z). Ora dalle (1) del $ 79 si deduce 
> ) 

A " nl 

si AE de Pete Pat Pe ge DE) + Fa (ats), 
» 
3 @dx da) —=e Sade ai (da Da) + Fs (edaX). 
E 
"s 
AN Ora (Cap. II, $ 12 B (15)) 
3 (da Da) — (z, «du + vs de, a Du + 2 Do) =. 
i 
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— Via (du Dv — dv Du) E , 
(EdEDE) — « VIA] (du De — de Du) , 
sicchè (Cap. VI $ 56, (5)vis) 
(3) (eda Da) = —sFs£, (EdEDE) = — Fez. 
D'altra parte, essendo (Cap. II, $ 14 A, (8) e (4)) 
SedEé=SXdE= Sz DE=SXDE=0, 
si possono determinare X e p in modo che sia 
(aedaX)=1dE+ DE. 
r Moltiplicando por di, oppure per Dæ so ne ricava (cfr. le (4) del $ 80) 
x=0, epfe= S (x, de, X) Da = — (x, de, Dx, X). 
Ora dalla (2) si deduce: 
(edo Da X)=S(xdxDa)X=—eFrSEX=—sF., 
sicchó si trova la prima delle identità 
(2)b15 (a, dz, X) — DE, (6, dE, S) =s Dr; 


la seconda si dimostra nello stesso modo. Dalle (2) e (2), segue tosto 
(z, de, d? 2) = (F5 — Nn du, 9* ti ) E + Fe DE, 
e (E, de, DE) =— (Pi + 394, du, 8% u,) x + Fa Da. 
(EEDE) —ro& +re De, (zdz Day= E+ DE, 
8i vede pertanto che 


So: S= (Fo ro + 9 Fore) : Foro. 


Confrontando con (l)quator si vede che la corrispondenza di Segre coincido 
con Z(—3) come abbiamo enunciato. 


L5 45 AS 


< 


` 


Kari d | 
va 
^ 


2 


Cr 


Me TE 
X 


YA V A DOR MT 


Oni e asado EC e AMAT, 
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Tutte le proprietà della corrispondenza di Segre segnalate al 
Cap. III 8 22 valgono tali e quali per ogni X (c). 


D) La corrispondenza di Moutard. 


Un'altra corrispondenza notevole è la X (1) che diremo 
la corrispondenza di Moutard. Essa fa corrispondere ad ogni punto P 
del piano tangente ad S in x il suo piano polare rispetto alla 
quadrica di Moutard appartenente alla tangente (x P). (*) 

Ciò si vede immediatamente ponendo p, = pg — 0 nelle (2) 
del $ 80 e confrontando con la (Dir $ 81. 

Dalla definizione delle X (c) si vede subito: Z piani corrispon- 
denti nelle diverse X (c) ad un punto P scelto comunque su &^ 
formano un fascio intorno alla tangente coniugata a (xP); tal fascio 
è proiettivo al sistema dei valori di c, il piano Ẹ stesso corrispondendo ` 
a c==0w, In particolare, scelto su & un punto qualsiasi P, ed 
essendo Tr, Ty, Ts ordinatamente à piani corrispondenti a P nella 
polarità di Lie, nella corrispondenza di Moutard e nella corrispon- 
denza di Segre, il birapporto (Em, Ty Ts) è uguale a — 8; e cor- 
relativamente. (**) i 

Daremo tosto (al $ 83) una definizione geometrica della 
corrispondenza X| — > . Ci saranno pure utili, per la costru- 
‘zione delle quadriche di Moutard appartenenti alle diverse tan- 


genti ad S in w, le corrispondenze X (2) e X (- +) , 


E) Proprietà delle corrispondenze X per le rigate. 


Abbiamo già osservato che le proprietà della corrispondenza 
di Segre segnalate al Cap. III $ 22 valgono tutte per ogni 
E(c)(cd 0). Qui aggiungeremo ancora qualche altra proprietà. 


(*) Invece nella corrispondenza di Segre a P corrisponde il suo piano 
polare rispetto alla quadrica di Moutard appartenente alla tangente coniugata 
alla (xP). Ciò si vede come nel testo, usando la (1)quster al posto della (1)tr 

(**) So il punto P sta su una tangente dî Darboux, i piani mr, ma, Ts 
coincidono e il birapporto è indeterminato. 
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In coordinate asintotiche le equazioni (1) e (1), di 2 (c) sono 
(quando | 


To? + rit + Ta, y 86 + 815, + CA 


siano un punto e un piano omologhi) : 


(4) rire lens Gatra] 181991818, 


$916, RC [nnns + > (Bri + | AA 


Se Br Ss 0 (in un punto generico di una superficie non rigata) 


la corrispondenza X(c)(c+0) è cubica; se invece p. es. B= 0, 
+0 (in un punto non flecnodale di una superficie rigata), la 
corrispondenza è quadratica. Cominciamo lo studio col considerare 
un punto generico di una rigata; sia pertanto f = 0, 1S0 (le 


v cost, essendo le generatrici). 

Dimostreremo che: Ad un fascio di piani, il cui asse passa 
per un punto x di una superficie rigata senza esservi tangente alla 
rigata, corrisponde in X (c) una conica situata nel piano È tangente 
alla rigata in x; tale conica passa per x, tocca ivi la tangente 


all asintotica curva, e la sua curvatura in x è il prodotto di — EA 


per la curvatura dell asintotica (*) ; (in particolare, se c = — + 


la conica e l'asintotica hanno in x contatto del 2° ordine) ; la conica 
interseca la generatrice della rigata, oltre che in x, in un altro punto y, 
e la tangente in y alla conica è la polare del fascio di piani (cui 
corrisponde la conica 2 (c) rispetto alla quadrica di Lie (che, si 
ricordi, coincide con l’iperboloide osculatore). 


(*) In apparenza, introduciamo nell’ enunciato un concetto metrico, quello 
della curvatura della conica e dell’ asintotica, Ma basta osservare (il lettore 
faccia la facilo dimostrazione) che: Se due curve hanno in un punto x la 
stessa tangente e lo stesso piano osculatore, dl rapporto delle loro curvature 
in x non muta per collinearioni. 


AA PS 
J i 
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Corollario: Dato lungo una generatrice di una rigata V iperbo- 
loide osculatore, per determinare la corrispondenza X (c) appartenente 
ad un punto x di questa generatrice, basta conoscere la curvatura 
in x dell’asintotica curva della rigata. 


Al fascio di piani d’ asse 


$07.04 6 + Ag 87 


carrisponde la punteggiata dei punti ryt -+ ritu + rar, dove 


Š e 
fo ir ile = (satana 3 3):4:0 
situata sulla conica 


ri (rg — 4,7, — Agra) + + n=0. 


x 
Variando c, tale conica descrive un fascio cui appartiene la retta 
ra = 0, ciod la generatrice (x #,), contata due volte, e cui appar- 
tiene pure la conica spezzata. nella retta r, — 0, cio? nella tangente 
(v x) all asintotica curva, e nella retta r, = ar, + apr, 
che si vede subito essere la polare del fascio di piani rispetto 
alla quadrica di Lie. Resta a dimostrare ciò che si è detto sulla 
«curvatura in x della nostra conica, Il lettore vedrà facilmente 
che le curvature in œ delle diverse coniche del fascio (ottenuto 


- variando c) son proporzionali a e, sicchò dobbiamo provare sol- 


tanto che, se c = — + la conica ha in w contatto del secondo 


ordine con l’asintotica w = cost. Ora un punto dell'asintotica 
vicino ad x è 


TETTE + = 


=(1+ + pay du? +... ) v 7e +) a z- 


+ (a+ hana.) w HENE; 


[8 81, F)  QUADRICHE DI MOUTARD E CORRISPONDENZE X (č) 477 


i termini trascurati essendo divisibili per du. Posto: pertanto 


1 1 
n=l g Pat., n= 1008+..., 


Ta = du + Dod +... 


ed osservando che allora 


1 
1 (ro — 011, — 291) + An mi GE ++) dv! |...) 


risulta evidente ciò che si voleva provare. - 


F) Proprietà delle corrispondenze 2 per superficie non rigate. 


Consideriamo ora invece un punto generico di una superficie 


S non rigata riferita alle asintotiche, sicchè By = 0. La retta 


(æx,) genera, se v solo varia, una rigata R,; la retta (zz) 
genera, se u solo varia, una rigata R, Le rigate R, e R, sono 
pertanto è luoghi delle tangenti asintotiche lungo una curva asinto- 
tica dell altro sistema; noi le diremo le rigate asintotiche di S; 
R, sarà la prima, R, la seconda rigata asintotica. (*) 

Dimostriamo che: Dato un piano [ passante per un punto x 
di una superficie non rigata S, per determinare il punto z che 
corrisponde a [ nella corrispondenza X (c) appartenente a S, si 
wostrniscano i punti 2, e 2, corrispondenti ordinatamente a È 
nelle corrispondenze X (2c) (**) appartenenti alle rigate asintotiche 
R, e Ra: il punto cercato z è il coniugato armonico di x rispetto 
ai punti Zy € Za. 


(*) Il concetto di rigata asintotica è dovuto al Wilezynski (osculating 
ruled surfaces); ma il teorema che segue è di Cech. 
(**) Con 2c al posto di e; l’ osservazione fatta a pag. 5 riga 6 della 


Memoria di Cech: L'intormé d'un punto d'una superficie considerato dal 
punto di vista protettivo (Ann. di Mat., t. 81 (3), 1922) non è corretta. 
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Corollario: (*) Le corrispondenze X (c) sono completamente 
determinate dalla X (0) (che, si ricordi, è subordinata alla polarità 
di Lie) e dalle curvature in x delle due asintotiche, ` 


E. Per fissare le idee, supponiamo che il punto + di S corrisponda 
i ai valori u — v = 0 dei parametri. La rigata À, è generata dal 
punto 
de + uz,, dove u=0, 


variando u e v. Il suo piano tangente è 
tug., dove u=0 


dove il fattore di € -- w&, è già associato al fattore di # + U @, 
al solito modo. (**) Calcoliamo le forme F, e Fs per R, indi- 
candole con PH e FP. (**#) In tutti i calcoli e formole riguar- 
danti R, si deve sempre porre u=0; si prega il lettore 
di ricordarsene, anche se omettiamo di rilevarlo nelle notazioni. - 


FP =—8d (a+ uu) d (Ẹ + u6,) = 
= — 8 [(2, + wa, X) dv + z, du )] . [(& + U ag E) de + budu] = 


v 


= 2a du de — u? Q dut, (184%) 


La R, essendo rigata e le v= cost. le sue generatrici, la forma 
F} si può calcolare (*****) dalla 


1 dy an dy ón 
DA g a A E aee A ZII 
ms (de ðv? $5 ov) 


(*) Si ricordi il corollario del $ 81 E. 

(*^) Cfr. Cap. IV, $ 82 B. 

(***) Per il nostro scopo basterebbe calcolare soltanto per u — 0; ma 
più tardi avremo bisogno anche dei coefficienti di u. 

(***) Si ricordi che L= SX E, 

(tre) Cfr, Cap. IV $ 31. > 


[8 81, F]  QUADRICHE DI MOUTARD E CORRISPONDENZE X © ‘à 
x {en 
dove d 
ya +e, m=f+ ul. m 
Derivando si trova x E 
2 Ss E > S 7 
Lt = + wagX, 32 = Lo + ua (X, 4-0, X), ES 
EX EU à 
A = É, + Uani, a = Ev + Ua (E, + 0,8). : 
| ue 
Ora per le equazioni fondamentali EN 
\ ; a 
Co = YE, + Oto + Past, E = — TE 4-0,6, F mob, y 
1 Me: 
X,= ho + 2 (Tay tu + Miam), A 
12 / > 
= 1 * «q 
a= M+ "TRA (Paabu + prado); (*) hi; 
12 "E 
Si trova perciò : È 3 
TEL E x si 
8 È sa = Gy [1 + % (taa — Pas + 0,2) + U” aX], da 
à ð? ^ - 
M i = d, [— Y + U (Paa — Ta + 0,2) + u* ayala]. : 
Ricordando la (4) del Cap. II $ 16 A si arriva dunque anche i 
alla seconda delle formole 


FW = 24, du dv — u? Q da? , 


6) hoa +8 (te + 0n + pa 041) ae 
—— 


(*) È ns — pe, ma mm, cfr Cap. II $ 14 C. 


“93 
à 


. che permettono di scrivere le equazioni delle X (c) corrispondenti 
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dove u —0. (* 


Similmente si trovano le forme fondamentali di R,: 


FD 24, dudo — v* Qdu* ,- 
(5)u. 


PP as BHT (Be + 0,0 + m M haet, 


dove v=0. 


ao) 
8 
21 
Il 
ef 
Il 


0 le (5) e (5) si riducono a 
FP =2a,gdudo, FP = a, du 


Fp-— 2a,2du dv 1 pp = tjah dv? 


! 


„a R, e Ry. Confrontando con la (4) che dà le X (c) corrispon- 
denti ad S, si vede subito l’ esattezza del teorema enunciato. 


(*) L'espressione trovata per FI mostra che il coniugato armonico di 
æ rispetto ai punti flecnodali di R, è 


(Yu + 0, Y) D — 2v Lu 
ossia 


1 _ôlog (any) 
2 


er du 


® 
p^ 


che è un punto della (seconda) direttrice di S. Il risultato enunciato al 
Cap. III $ 95 B e dimostrato al Cap. IV alla fine del $ 87 è così cone - 
fermato mediante calcolo diretto. 


Pu y 


n 
"s 
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$ 82 — Le corrispondenze Y appartenenti 
ad una generatrice di una rigata. (*) 


A) Trasformazioni birazionali X (c) nello spazio. 


Le corrispondenze E definite al $ precedente appartengono ad 
un punto x della superficie, in considerazione, riferendosi ai punti 
del piano tangente 6 alla superficie in z ed ai piani passanti per x. 
Consideriamo in particolare una superficie rigata R (non svilup- 
pabile); fissandone una generatrice p — (yz), è chiaro che le 
corrispondenze E. (c) (c fisso) appartenenti ai diversi punti di p 
si possono riunire in una corrispondenza birazionale. che si rife- 
risce a tutti i punti e piani dello spazio: per costruire p. es. il 
punto che corrisponde ad un piano scelto comunque nello spazio, 
si consideri l'intersezione += y + uz del piano con la genera- 
trice p, e quella corrispondenza X (c) che appartiene a x. Indi- 
cheremo la corrispondenza a tre dimensioni con lo stesso simbolo 
X (c) come quella sua parte che si riferisce ad un punto di p; 
e dove vi sarebbe pericolo di equivoco, parleremo di corrispondenza 
X (c) appartenente alla generatrice p di R. Per ottenere le equa- 
zioni di E (c), supponiamo il punto generico di R dato da 
x = y 4+- uz, i punti y e 2 dipendendo da v, e scegliamo in par- 
ticolare y e z in modo che le «= cost. siano le asintotiche curve 
(cfr. Cap. IV, $ 34 A) Di piú si scelga v in modo che sia 

[dy m 0 — 71; sicchè: (Cap. IV, $ 31): 


F,= 2odudv, F= w (A + 2Bu + Cu?) de. 


Le equazioni (4) del $ 81 mostrano che in X (e) si corrispondono 
il punto 


(*) I teoremi di questo $ sono stati esposti da Cech nella Memoria 
tt Projektivni geometrie peti soumexnych mimobexek »» (Géometrie projective 
de cinq droites. infiniment. voisines) Publ. de la. Fac. des: Sc, de l' Univ. 
“Masaryk, 1921, n° 4. 


Cr S È CAPITOLO. NONO —— [8 82, 4] 
ro (y + ue) + raz + ra (y + uz) 
e il piano 
90 (M Hut) + 86 + sa (1 Hut’), 
quando sia 
f91fjify = [n + 2Bu + Cu] LANE 
89:54:89 = tota + (4 + 2Bu + Cu) fünf. 


Un facile calcolo permette di scrivere ció in un altro modo che è 

piü conveniente per la discussione che faremo: La corrispondenza 

X (c) appartenente alla generatrice (yz) associa il punto 

Ld ly + mz + liy’ + mz 

ed il piano ! 
| MEA + pl 

essendo — 


wi 


= |} (ml, — Im) + zh (AË + 2Bl,m, + Ont) i 


(1) : |m (ml, — Im) + Fm (AŬ + 2Bl, my " Om) : 


:d, (nl, — Im) : m, (ml, — Im), 


lim: h: m= 


= ex — Am) — (A+ 28 + Cu] 


Qu ipt 0 + 2B + Ou] 


- 


<P EM 
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O4 (a — Apa) : Ba (PA — M) - 


Osserviamo che, se R non è riferita alle asintotiche, basta 
serivere y, 4, 7, E al posto di y',z', ny 0. Dalle (1) si vede 
subito: Le corrispondenze X (c) (c30) appartenenti ad una gene- 
ratrice p di una rigata R sono corrispondenze birazionali cubiche, 
se il regolo osculatore ad R lungo p non iperoscula R. (*) 


B) Curva omologa di un fascio di piani, 


Ad un fascio di piani corrisponde pertanto in generale una 
cubica sghemba, Noi sappiamo dal $ 81 che, se l’asse del fascio 
è tangente a Æ (naturalmente in un punto di p) la cubica si 
riduce ad una retta (la tangente coniugata all’asse del fascio); e 
se l’asse del fascio incontra p, senza essere tangente ad R, la 
cubica si riduce a una conica. Ma si presentano altre riduzioni 
che è importante rilevare: Se l'asse del fascio di piani incontra 
una tangente flecnodale di R (appartenente alla generatrice p) la 
curva che vi corrisponde im X (c) (c+0) è în generale (**) una 
conica. Per dimostrarlo supponiamo, come è lecito, che la tangente 
flecnodale sia (yy), sicchd À — 0, e p =0p, (a costante) per i 
piani del fascio. Si vede immediatamente che, posto p = aq, 
nelle (1), a destra si può scartare il fattore p Da questa di- 
mostrazione si vede subito che, almeno se B*— AC X: 0, se cioè 
le tangenti flecnodali appartenenti a p son distinte, vale il teorema: 

Se l'asse r del fascio di piani appartiene alla congruenza 
lineare osculatrice di R (corrispondente alla generatrice p), ma 
non interseca p e non sta su H, la linea x’ che vi corrisponde in 
X (c) è semplicemente una retta, 

Ma dimostriamo tal teorema in altra maniera, valida anche se 
B'— AC =0. (*** Una retta r che non interseca p si può 
scrivere sotto la forma 


(*) Nel caso escluso sarebbo À =B = 0—0 o tutte le X (c) si ridur- 
rebbero a X (0) (polarità rispetto all’ iperboloide osculatore 7/7). 

(**) Essa può essere retta ; v. più avanti, 

(***) Del resto le formole della dimostrazione che segue ci saranno ancora 
utili in questo paragrafo. 
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à r—(am- bm, aH bat +t) = 
= (iba — 255) (10 — as (91) + bi (60) +4, (10) — 


NI = () 
(2) 
= o [(4, 03 — tabı) (yz) + ag (yy) —b, (22) + 


+ ba (92) — a1 (Y) + (/2)] - 
Posto, come al Cap. IV, p = (yz), q =(y'#) è dunque 


wr = (aba — agb) p + 2 tiy "ur 


+ a (yy) 2 ug) +) — hn) - 


Ser appartiene alla congruenza lineare osculatrice di R (corri- 
spondente a p), l'espressione precedente è combinazione lineare di 
P, P', 4,9 © viceversa, Dal Cap. IV, $ 37, (2) risulta che ciò 
accade allora ed allora soltanto che 

* (3) bi: (ba — a): — A:2B:C. 

D'altra parte cerchiamo quando mai, posto 


Aaa, W= bidi + baba, 


si può scartare un fattore quadratico a destra delle (1), . Sostituiti 
i valori precedenti di À e p, le due espressioni 


PA Mi e AN + 2BA py Oy 


devono differire soltanto per un fattore, e si ricade nella (3), come 
si voleva dimostrare, Cerchiamo ancora la posizione della retta 


(*) Cap. IV, $ 32. 
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7 che corrisponde in X (c) al fascio d'asse r, se valgono le (3). 
Seriviamo le (3) nella forma 


A:b,=2B: (b —4,)=C0:—a =r. 


Ai due piani an + bt +n, Gan +b28 4 corrispondono in 
X (c) rispettivamente i punti (v. (1)s) 


(«.— 2) ytbz+y, 


ay + (1-5) 242, 


La retta r” cercata è quindi (*) 


(n e) staty, art $). +l- 


Qu = [nh mb Fla +0] (0) — (ur) + 


+ by (22) tha vd t) (yz) — (os re 5) (Gy) + (Q2). 


Confrontando le espressioni (2) e (2)4, si arriva facilmente al 
teorema: La retta rọ coniugata armonica di p rispetto alla coppia 
di relle r e r del teorema precedente (nel regolo determinato 
dalle rette p, r e +) appartiene ad H. Scegliamo il parametro t 
in modo che 


rg = or +1 + tp 


rappresenti una retta, Dalle (2) e (2), si deduce subito che 


(*) Naturalmente ancho »” appartiene alla congruenza osculatrico, 


Funini e Cron, Lexioni di Geometria proiettivo-differensiale. 32 


PORTS TE 
- M 


* LP 


Pur Y Res NAAR PEINE T REL TANE TERR 


zi 
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(pu ec 
Yo Tu tp Tue + 29; 


dove il valore di t non ci interessa, La retta rọ, dipendendo 
linearmente da p, p' e q, appartiene ad H (Cap. IV $ 87). Per 
dimostrare il teorema, basta pertanto provare che (prorr) = — 1. 
A tale scopo, supponiamo che (yy) sia una tangente flecnodale 
(per il valore di v appartenente a p) ossia che A=0 e quindi 
per le (3) anche 5, — 0. Si trova ora subito che le intersezioni 
di p, to, r, r con (yy) sono ordinatamente i punti 


ec [^ 


Y (+0) v +9, bay + y, (0, S) y 


che formano una quaterna armonica c, d. d. 


C) Determinazione delle 2, 


Scegliendo comunque la retta x purchè non incontri p nè stia 
su H, tutte le corrispondenze X (c) appartenenti a p sono determi- 
nale se si conosce p, H e la curva (*) x’ corrispondente al fascio di 
piani d'asse r in una delle E (c) (c+0). Infatti a un piano 7, 
scelto ad arbitrio, che intersechi p nel punto P, corrispondono in 
X (0) (che è la polarità rispetto ad H), in X (c) ed in X (c) ordi- 
natamente dei punti Py, Pe, Py che sappiamo ($ 81 D) 
stare su una retta insieme con P e tali che il birapporto 


(PP Pi Pa m 0:6. 


Basta pertanto saper costruire P, per quel valore di c cui appar- 
tiene 7’. E ciò si può fare facilmente : 

Sia Q il punto d'incontro di x e r. Al fascio di piani d'asse 
PQ (cui appartiene il piano dato x) corrisponde in X (c) una 


(*) che è una cubica sghemba, oppure conica, od infine retta, secondo la 
posizione di 7. 
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conica © situata nel piano tangente © ad R in P. (*) Il punto 
P, cercato è l’ intersezione (diversa da P) di © con la retta che 
congiunge P al polo di x rispetto ad H, (**) Tutto si riduce 
quindi a costruire nel piano © la conica C. Ora C tocca nel punto 
P la tangente all’asintotica curva di Æ (che conosciamo, perchè 
è generatrice di H), e tocca anche la polare di PQ rispetto ad 
H (**): di più, C passa per il punto d’incontro (non situato su 
p) di © ed 7' (****); Ja conica C si può dunque costruire, giacchò 
ne conosciamo tre punti, e le tangenti in due di essi. 

In generale, (se cioè B* — AC+0, B2—A'C'F 0) le cor- 
rispondenze E (c) appartenenti a p si possono costruire, se si cono- 
scono le due quadriche H e W, (***** e l’invariante h (Petrer, 


Per il teorema precedente, basta trovare il luogo dei punti 
corrispondenti in una delle X (c) (c + 0) ai piani passanti per una 
retta r. Per le ipotesi fatte, possiamo far uso delle formole (7) 
$ 88 del Cap, IV, riferendo R alle linee flecnodali, Riguardando 
le 2, m, l, m, come coordinate del punto 


ly + me +1Y+m,% 


e A p, A, pm come coordinate del piano 


AHHA + pa È, 
lo equazioni di E (c) sono le (1) e (1),,, dove 
A == O = 0 3 B II 1 A 


Se poniamo p. es. 


me 


(*) v. il tooroma di $ 81 E. 

(**) v. il toorema di $ 81 D. 

(***) v. il teorema citato su (**). i; 

(****) che corrisponde in X (e) al piano (Pr) del nostro fascio. 
(rs) la quadrica W, è stata definita al Cap. IV, $ 35 C. 
(esse) Cap. IV, $ 36 B. 
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"n 
(4) A == lao p=0, 
sará 


lim: lim = (S vt) : TA :2nA, pw, :2npi. 
Dimostriamo che, scelto convenientemente c, tutta la conica di 
questi punti ly + mz + 4,2) + m4, & sta sulla quadrica W,. 

Essendo (*) 
A=0=0, B=1, Â=—2ôn, B=0, 
| 0=2, è=t+1. 
l'equazione di W, è (cfr. Cap. IV, $ 35 C, (14) pag. 215) 
2 (Im, + ml) + 9nli — nmi = 0. 


Affnchó i valori precedenti di 1, m, l, m, soddisfino a questa 
. equazione (identicamente in A,, t) basta che si scelga 


A A] 
" A perdi ia y dad 


Il piano della conica è evidentemente 


8c 3 
mid--— ¡M=—=-78, 
ossia il piano 
(4)u òn (yz à) — 4 (yy) = nC + 47 . 


Indichiamo con r la retta base del fascio (4) e con x il piano 
(us. Sappiamo per ora che: I punti che corrispondono in 


(*) Cap. IV, $ 38. 
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3 (= à) ai piani passanti per la retta r formano la conica 


intersezione della quadrica W, col piano x. Per dedurre il 
teorema enunciato, occorre indicare una costruzione della retta + 
e del piano x mediante le quadriche Æ e W. Ricordiamo dap- 
prima il significato geometrico del tetraedro y, z, Y, č: (yz) è 
la generatrice p studiata di R, (yy) e (24) sono le tangenti flec- 
nodali e (44) è la generatrice principale di H (* La retta v 
congiunge il punto y all'intersezione ny — 2X. della retta (y) 
colla generatrice principale 


òn? (yz) + 2n (yy) + 20n2 4 +4 (94) 
della quadrica Wy (cfr. (14), 8 35 ©, Cap. IV). Il piano x con- 


giunge il punto À a quella tangente di R in y che è la coniu- 
gata armonica di p rispetto alle generatrici del secondo sistema di 


_H edi W, passanti per y. Lascio le verifiche al lettore, 


Come una facile applicazione delle formole del Cap. IV, il 
lettore dimostri ancora la proposizione: Se la rigata R possiede 
una (ed una sola) retta direltrice d, i punti che corrispondono in 
X (c) (c+0) ai piani passanti per la generatrice principale della 
quadrica W, formano una conica O, Il piano di C contiene: 1° il punto 
della generatrice studiata p situato su d, 29 l'intersezione della tan- 
gente flecnodale (diversa da d) con la generatrice principale di H, 
Il piano che contiene à due punti suddetti ed è il piano coniugato 
armonico al piano di C rispetto ai due piani del loro fascio di cui 
uno contiene p e l’altro d, interseca W, in una conica C'. Le due 
coniche © e O' stanno sopra un cono il cui vertice è quel flecnodo 
di p che non appartiene a d. 


(*) Cap. IV, 8 85. Dalle definizioni di (4%) risulta facilmente che essa 
Si può costruire mediante le quadriche 77 e W. 


TERT EEAS sinto) 
AL Et vn, NI 
3 ixi ; 


CAPITOLO NONO [$ 83, 4] 


8 83 — Metriche di Weyl (*) e corrispondenze X (- 5) : 


4) Metriche di Weyl. 


.Già ai 88 15 F e 28 A abbiamo visto che per lo studio proiet- 
tivo di una superficie non sviluppabile è utile considerare la me- 
trica di Riemann di elemento lineare F,= Za, du du,. Qui 
vogliamo mostrare che il risultato di l. c. si può estendere alle 
metriche di Weyl. Una metrica di Weyl a due dimensioni à deter- 
minata da una forma differenziale quadratica 


F4 = a, du? + 24, du dv + agg dv? 
e una forma differenziale lineare che scriveremo 
(1) : 2 (a, du + a, dv) , 


convenendo che le forme 


d 
(2) pP,, 2Xa,du, MES 


definiscano la stessa metrica se p è funzione arbitraria di w e v. 
Le cosidette geodetiche della metrica sono definite dall' equazione 
differenziale 


(Ou — a! F4) : (0 — a? Fp) = du: dv, 


essendo a) solito a" = BA, ay, (**) e 3%, indicando i differenziali 
secondi controvarianti. Tale equazione si può evidentemente seri- 
vere anche nella forma : 


(3) Zon du, du, + Fe Day Dy =0 . 


(*) Weyl Raum, Zeit, Materie, 4^ edizione. 
(**) Si verifica facilmente che l'equazione differenziale delle goodetiche 
non cambia per l'operazione (2). 
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Le metriche di Riemann sono un caso particolare delle metriche 
di Weyl caratterizzato dall'equazione (x, sono le derivate cova- 
rianti di «,) 

20” a4 =0 


che esprime che Xa,du, = da è un differenziale esatto (*. Ma 
vi è un altro caso notevole che pare finora inosservato (**). Nel 
caso attuale di due dimensioni, esso è caratterizzato dall’ e- 
quazione (***) 


(4) La" a, = K 


dove æ» son le derivate covarianti delle +, (formate rispetto a F4) 
e K indica la curvatura di F}. 

Occorre dimostrare che la condizione (4) è invariante per 
l'operazione (2). Per brevità assumiamo i parametri w, v in modo 
che sia 41, = dsg = 0. Allora: 


$ —__1 log |as | 
1 {da 0% 
rk EN nd) pestati Es 
Za pedum 1(& A, 


——— —— 


(*) Scegliendo nelle (2) p=e*", la forma lineare svanisco, o la metrica 


di Weyl si riduce alla metrica di Riemann di elemento lineare e°% Fe (deter- 
minato a meno di un fattor numerico), , 

(**) Nella teoria usuale della metrica di Weyl, ha ufficio fondamentale 
il parallelismo di Levi-Civita generalizzato da Weyl. Considerando in un 
punto P della varietà (w, v) uno spazio (a due dim.) di vettori e trasportan- 
dolo con parallelismo lungo una curva chiusa O ritornante in P, lo spazio 
subisce, in generale, una similitudine, So tale similitudine si riduce all’ ¿den- 
tità, comunque si scelga il punto P e la curva chiusa O passante per P, la 
la metrica à euclidea. Più generalmente, se la detta similitudine si riduce 
sempre ad una rotazione, la metrica è di Riemann. L'altro caso particolare 
cui accenno nel testo è quello in cui la similitudine è sempre un’ omotetía, 

(##**) Essa può soriversi anche 


1 


far | ag 04 UT | =r. 


CA 


NS en and Wa 


DIU T E iU P WIL SO FON TREE 
à AUS Lay xl Pa 34 , 
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sicchè la (4) diventa : 


004 0% 0? log |a,5| E 
(Dus wrong ra 


Ora l'operazione (2) muta rispettivamente a, %,, a, in 


1 ólo 
[49 ; A tora na 


e si vede subito che la (4), non cambia per tale sostituzione, 
c. d. d, Vediamo di più che scelto p in modo che, eseguita la 
trasformazione (2), sia @,,=1 e quindi K=0, la (4),, diventa 


+ da, 0%, Kal . " 
semplicemente x roin d 0, esprime cioè che 
(Mor adu — ay do = dÀ(u, v) 


è un differenziale esatto. Quest’ osservazione permette di provare 
semplicemente il teorema di Cech : 
Se esiste in una metrica di Weyl (a due dimensioni) un siste- 
ma doppio ortogonale (*) di geodetiche, la metrica soddisfa alla con- 
"dizione (4) ; viceversa le geodeliche di una metrica di Weyl soddisfa 
cente a (4) formano un fascio (**) e se ne possono pertanto formare 
infiniti sistemi doppi ortogonali, 


Per dimostrare i due enunciati, possiamo supporre 
dy 4g =0, ag=l. 


Supponiamo in primo luogo che la metrica possegga un doppio 
sistema ortogonale di geodetiche definito da 


dv ar À (v, v) 
du xa 


(*) eioó coniugato rispetto a 7,. 
(**) nel senso di Cap. III 8 23 D. 
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L'equazione differenziale '3) delle geodetiche diventa sotto le 
nostre ipotesi (a, = Qa = 0, a, — 1) 


(Sis dlog qe | — 2 (du — and) = 0. 


Sostituendovi i valori di di appartenenti al nostro doppio siste- 


ma ortogonale otteniamo - 
dh = g du — ag dv . 
Tale equazione devo essere soddisfatta se 


dv = ¿TA du 
e anche se = 


1 
due —— e F^ du 


ed è quindi soddisfatta identicamente ; vale a dire a, du — agdv 
è un differenziale esatto, il che prova la prima parte dell’ enunciato. 

Viceversa supponiamo soddisfatta la (4). DL’ equazione dif- 
ferenziale (3)u, delle geodetiche diventa 


dv 
dlog Um = d) (u, v) 
ed integrata dà 
dv MT 
"du m ONNA costante arbitraria, 


sicchè le geodetiche formano un fascio di curve c. d. d. 


B) Piani osculatori alle geodetiche di Weyl 


Torniamo a considerare una superficie S non sviluppabile. 
Scegliendo comunque il fattore delle coordinate omogenee x dei 
punti di S, consideriamo la solita forma quadrica 


47 


FEN USB te E AAT PR 
, , , 
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F,=—Sdadt, 


e scegliamo ad arbitrio una forma lineare (1). Le due forme defi- 
niscono sulla superficie una metrica di Weyl, di cui studieremo 
le geodetiche definite dalla (3). Ma ricordiamo dapprima che si era 
visto al Cap. III $ 23 che si può far corrispondere alla coppia di 
forme F, e Za, du, una coppia di congruenze duali, E facile defi- 
nire analiticamente le due congruenze senza far uso di coordinate 
asintotiche. Infatti da l. c. risulta subito che la generatrice della 
prima congruenza è l’asse del fascio di piani 


(5) di + Xa, du, .€ 


ottenuto variando i differenziali du,; similmente la generatrice 
della seconda congruenza è il luogo del punto 


(5) bis dz + Za,du,.x. 


Inoltre, si era osservato l. c, che la trasformazione (2) non cambia 
le nostre congruenze sicchè esse sono completamente determinate 
data S e su essa la metrica di Weyl. Chiameremo le rette 
della prima congruenza le normali della metrica di Weyl. (*) 

Ciò posto, dimostriamo che: 7 piani osculatori alle geodetiche 
della nostra metrica di Weyl (**) in un punto arbitrario di $ cor- 
rispondono ai punti della retta duale della normale della metrica 


nella corrispondenza E (- +) ed inviluppano quindi in generale 


(se ciod S non à rigata) un cono di terza classe à cui tre piani 
cuspidali passano per la normale della metrica e intersecano il piano 
tangente ad S nelle tangenti di Segre (***), 

Infatti, sostituendo nella prima delle equazioni (3) del $ 81 
il valore di X9,,du,d°u, tratto dall’ equazione (3) delle geodetiche 


(*) Le rette della seconda congruenza sono rette duali di quelle della 
prima, corrispondono cioè ad esse in X (0). 

(**) Che, si noti, à la più generale metrica di Weyl su § che abbia 
come curve minime le asintotiche di S, 

(***) Una parto di questa proposizione è già stata provata, in coordinate 
asintotiche, al Cap. III 8 23 D. 


MC 
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studiate si deduce che il piano osculatore ad una geodetica della 
metrica è rappresentato da 


(F; + Fa 2a, Du,) ¿+ D,£, 
e le (l)ju, del $ 81 B mostrano che tal piano corrisponde in 
i 4 
X (- +) al punto 
Dx + F,.2a,Du,.x 


situato evidentemente sulla retta duale della normale della metrica. 


0) Geodetiche formanti fascio. 


In particolare, se la metrica è di Riemann, Ya, du, è un dif- 
ferenziale esatto e alle sviluppabili della congruenza delle normali 
della metrica corrisponde su S un sistema coniugato ; e vale anche 
il teorema inverso (Cap. III $ 25 A). Sappiamo inoltre che (*), 
la più semplice di tali metriche intrinsecamente definita è quella 


. in cui 


o in coordinate normali 


Za, du, = 0. 


La normale di questa metrica è la normale protettiva di S. 


Invece il caso particolare in cui vale la (4) è caratterizzato 
geometricamente dal fatto che le geodetiche della metrica formano 
un fascio. Viceversa dato su S un qualsiasi fascio, esiste su S una 
e una sola metrica di Weyl del tipo studiato (per cui cioò le asin- 


totiche di S siano le curve minime) che ha le curve del fascio per | 


(*) se S non è rigata. 
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v 


Fr 


ae TR AS AA 


geodetiche. Si scelga infatti nel fascio un doppio sistema coniugato 
(ciò è evidentemente possibile in œt modi) e, in ogni punto # di 
S si costruisca la retta r che congiunge i punti corrispondenti in 


[7] 
mo 


X (- +) ai piani osculatori delle due curve del sistema coniu- 
gato. La (5), mostra subito che una ed una sola delle nostre 
metriche di Weyl ha, per ogni posizione di z, la retta duale di 
r come normale. Dal teorema di $ 83 B si deduce che le curve 
del sistema coniugato sono geodetiche di tale metrica. Per la 
prima parte del teorema di $ 83 A, tale metrica soddisfa alla 
condizione (4); onde la seconda parte dello stesso teorema dimostra 
che tutte le curve del fascio dato ne sono geodetiche. E simil- 
mente si vede pure che non puó esistere altra metrica di Weyl 
che soddisfi alla condizione dell'enunciato. Se ne deduce tosto il 
teor. (Cfr. $ 23). 

Dato su S un qualsiasi fascio di curve, à piani osculatori alle 
curve del fascio in un punto qualunque di S inviluppano un cono 
di terza classe che possiede tre piani cuspidali intersecantisi in una 
retta. Di più sappiamo che à tre piani cuspidali del cono contengono 
rispettivamente le tre tangenti di Segre. 


$ 84 — Le rette canoniche in coordinate generali. (*) 


1. La proposizione che chiude il $ precedente permette di 
ritrovare senza ulteriore calcolo i risultati trovati al Cap. III 
$ 23 B, sulla posizione dei piani osculatori alle curve di Darboux 
e di Segre. Basta osservare che esiste su S un fascio (**) che 
comprende tutte le linee di Darboux e di Segre ed applicare la 
proposizione citata. Ne segue senz'altro che esiste su S una 
metrica di Weyl del tipo studiato al 8 88 di cui le linee di 
Darboux e di Segre sono delle geodetiche particolari, (***) La nor- 


(*) In questo $ supponiamo che S non sia rigata (J + 0). 

(**) Definito in coordinate asintotiche da 8 du? + ey dv? — 0 con e costante 
arbitraria, 

(***) Questa metrica soddisfa evidentemente la condizione (4) del $ 83. 


e 
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male di tale metrica è evidentemente l’asse di S. Ne segue che 

| l’asse di S è la retta base del fascio di piani rappresentato da 

(5) $ 83 appena si determini il sistema covariante «, in modo 

. che la (3) del 8 83 abbia le linee di Darboux (*) come curve 

a integrali particolari. Ora la (3),, del $ 80 C mostra che le curve 
— 4i Darboux soddisfano all’ equazione 


) F,X9,.Du, — 3X0, du, du, = 0. 


Confrontando con la (3) del $ 83 A vediamo pertanto che l’asse di 
S8 è la relta base del fascio di piani (ottenuto variando du, : dus) 


E (1) d — 1-29, du, 6. (nm 


d à Conosciamo pertanto le equazioni in coordinate curvilinee 

«qualunque di due delle rette canoniche: la normale proiettiva e 

l’asse. Per determinare le altre rette canoniche basta ricordare dal 

Cap. HI $ 27 i valori (costanti) dei birapporti fra esse. Troviamo 
così che la direttrice è la relta base del fascio 


v 1 ld 
E o. == (em S 7) € 
Le " e lo spigolo à la retta base del fascio 
E 
E 1 
Zr (1) d — — q (Bud SENT 6 
E È N 
Es 
| RET (*) Si potrebbe partire anche dalle linee di Segre. 


| d (**) Per il significato invariante dell'asse se no deduce tosto cho la — 


forma differenziale lineare 


Zi du +5 E 


— à intrinseca ed ¿nvariante, como abbiamo già enunciato al Cap. VI $ 58 A. 
. Inoltre facendo uso della penultima nota a piè di pag. si conferma il risultato 


À (Cap. VI. $ 60 A) che K= — ro” dre è la corvatura di Fi. 
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Come corollario si dedùce che il fascio canonico interseca il piano 
tangente lungo la tangente 


(Mia Ed, Du, + => AA 0, 


2. È facile verificare questi risultati con calcolo diretto. A tale scopo 
dimostriamo dapprima: In uno spostamento infinitesimo lungo una curva 
asintotica di S valgono le formole (*) 


A E + +24. du) de 4- A 4- Pr, 
(2) 
A dJ 
O 24. du, ) dg — AE +, 


dove abbiamo posto 
(2)us Au, = Lai, dun dus, Az-— Xx Au, AE = NE Av, 


Cominciamo coll’osservare che, muovendosi lungo un’ asintotica è (**) duDv — 
— dv Du=0, sicchè possiamo porre: 


/ Du=Xdu, Dv=Xdv, 
ossia 
e ae du + ag dv — — sA V |A| du, 


an du + ae dv = sXV|A] dv. 
So no deduce 


am --sAV|A| an 


an 


onde 1=/s ; 


=—A—X|4|=—|4| 0240) 0 


(*) Si confronti con le formole (1) del $ 79 valido se F, F0, 
(**) Cap. VI, 8 56, (5) bis» 


È "re E "wr DR OET TT EROR YES VA en nl * 
2! dem uM 2 A e a NS : 
> 33 T oY 
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(3) Dui =x dus, se Fe = 0, (*) ^ e à 
Sostituendo nella (1) del Cap. VI $ 57 si trova poi (**) 

(3)us Fs =Vs F, 3 80 Fi=0, ; A E- 
Di più “is 
1 du tu |? e 
(dueto — dvd'u = cm ipt E^ 
: À | ag as dv Bo FE 
| PE Zam dui du, Nan du; dè ur 0 E | 
- Lain du; Bur Ya in dtii dux ì us 
essendo 28 
r Xag du; du, = Fe = 0, and dur = dF —0, í n 
i —.  sicchò e e sai 
Pu=pydu, dv=pdv, i$ 
21 m 
Por calcolare p sostituiamo nella formola 33 
dFy= Zarsu du, du, du, dui + SE aru du, du, $* wu, 748 
ondo E 
1 dF 1 "A 
e" e — 3p, Itn du, dus dui dui 1 M. 
4^ t 
+ 
- sicchè si ottiene, ricordando la (1) del Cap. VI $ 58, EB. 
i AA da A 
è (Biar uy A se F;=0. - 
Ora dalle equazioni fondamentali si deduce subito che 

A 

d'uzXxe,0'u.4- Am -4-P.c, A 

E= DEn du, — AEH I.E, E 

0 basta osservare la (8)tor per arrivare alle (1). E" 

1 Osserviamo anche le formole (valide qualunque siano du, ) TAM b 

t A" 3 y 

(*) Passando ad un’ asintotica dell'altro sistema, dobbiamo cambiare il Er 
Segno di Ve i À 

© (**) La formola (8)vis si potrebbe dedurre anche dalla (4) del Cap. VI. Ns 
I! SIS E 
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(4) Eb du Aux = — Fs, 
(4)vis E din Au; Aux = — yr 


La (4) si dimostra subito. Infatti, per la (3) del Cap. VI $ 57 e per la 
(2)bis è 


Ibin du; à uy = Zn al, dui du, du, = — Lbysi du, du, du; . 


La (4)ws diventa, sostituendovi i valori di Aw;, 
Aur Lat, a. qi du, du, duy du, = — Y JH. 


Per dimostrarla, ricordiamoci la dimostrazione della formola (9) del Cap. IV, 
8 59 D; vediamo subito che nello stesso modo come la formola citata si 
puó anche dimostrare che 


Lats pgs T” 7! TP du => Zart Nr; dus => Zart" 75 Lam dus , 
x essendo un sistema controvariante arbitrario. Scegliendo t” = du, si ottiene 
la (4)wr sotto l'ipotesi J= — 1 fatta l. o, Si passa poi immediatamente al 
caso di J qualunque. 

Be in particolare Fe = 0, sicchò il punto dz sta su una tangente asin- 
totica, la (4)vis dimostra che il punto Ax sta pure su una tangente asintotica, 
che è, per la (4) diversa dalla precedente. Ciò posto, lo (2) permettono di 
rifare, in coordinate curvilinee qualunque, il calcolo fatto al Cap. III $ 26 
per trovare lo spigolo. 

Infatti posto (supponendo che Fe = 0) 


(a dx) 
9 1 


Vr, 


t= 


dalle (1) si trova subito 


uy (39:0 — y y) EL (rm) 


VF, 
sicchè (Cap. I 8 7 D) la polare del punto 
(5) dw — (met T " 


rispetto alla conica osculatrico dell’ asintotica su cui supponiamo muoverci à 
la retta (x Ax) che abbiamo visto essere la tangente all'altra asintotica in wv. 
Se ne deduce subito che l'espressione rappresenta la retta duale dello spigolo. 
Lascio al lettore di fare un calcolo analogo per la direttrice, 


dt io a ci Y AA e ds iti CAL Lind 


CariroLo X. 


INTORNO DI UN PUNTO DI UNA SUPERFICIE. 
QUADRICHE DI MOUTARD E CONO DI SEGRE, 


Questo capitolo, che un lettore frettoloso potrà omettere in 
prima lettura, é destinato a studiare e caratterizzare in modo 
geometrico ed invariante per collineazioni l'intorno del quarto 
ordine di un punto di una superficie: cid che porterà a illustrare 
geometricamente il significato degli invarianti fondamentali da noi 
già trovati per via analitica. 


$ 85 — Enunciato di alcuni teoremi per le quadriche 
di Moutard. 


Strumento essenziale di questa ricerca è lo studio delle qua- 
driche di Moutard. Cominceremo a studiare il sistema delle qua- 
driche di Moutard che appartengono alle diverse tangenti di una 
superficie (non sviluppabile) S in un suo punto generico x. Ecco 
come procederemo. Essendo £ una tangente ad $ in v, £ la tan- 
gente coniugata, M, e M, le quadriche di Moutard appartenenti 
rispettivamente a / e 1”, ed r una retta incidente a ¢ (che però 
non passa per x nó sta nel piano 6 tangente a S in x), noi 
daremo una serie di semplici costruzioni geometriche, che permet- 
tono di trovare le rette polari r' e 7" di r rispetto a M, e a My; 
fatto ciò, la costruzione di M, (e di My) è pure fatta: infatti la 


Funi 0 Encn, Loxioni di Geometría proiettivo-differenziale 33 


502 CAPITOLO DECIMO [S 85] 


quadrica M, à evidentemente determinata se sappiamo costruire 
la polare rispetto a M, di ogni retta r incidente a 4; del resto, 
ricordando (*) che il piano polare rispetto a .M, di ogni punto 
situato su # (/) corrisponde a quel punto nella corrispondenza 
E (1) (2 (—3)), sappiamo costruire, appena note le X (c), il piano 
polare rispetto a M, di ogni punto situato in 6, sicchè basta, per 
completare la determinazione di M,, costruire la polare r di una 
retta » incidente a £, 

La costruzione di 7° e 7” da r sarà completamente discussa 
ai 88 seguenti; qui vogliamo premettere per maggior chiarezza, 
l’enunciato dei risultati (**). 

Sia P il punto d'incontro di + con £, x il piano che con- 
giunge r ad +. Il problema di determinare le rette #° e r^" dalla 
retta r si può ricondurre a due altri molto più semplici, a co- 


` struire cioè un certo punto z situato in £ ed un certo piano € 


passante per x, la posizione di z e [ non dipendendo che dalla t. 
Supponiamo - per un momento di conoscere z e €. Sia » la 
polare reciproca di r rispetto alla quadrica di Lie, y, e * siano 
rispettivamente il punto corrispondente a e il piano corrispon- 
dente a P nella corrispondenza X + . Ancora, sia 6, il coniu- 
gato armonico del piano x rispetto alla coppia di piani £ e 6; e 
zı sia il coniugato armonico del punto P rispetto alla coppia di 
punti x e z; sia 1, la retta intersezione dei piani y, e €,, e k 
sia la retta che congiunge i punti y, e z,. Allora le rette r e 
r” appartengono al regolo (che può ridursi ad un fascio ordinario) 
determinato dalle rette ro, li, 4% e sono, dentro il regolo, deter- 
minate dai birapporti 


(*) Cap. IX $ 81 D. 

(**) I principali risultati di questo Cap. furono dedotti per la prima 
volta, nella Memoria di Cech: L'intorno di un punto d'una superficie con- 
siderato dal punto di vista protettivo, Annali di Matematica (3) 31, pp. 191 
e segg. Ivi si è fatto uso delle coordinate asintotiche e del metodo di Wilo- 
zynski. Qui invece faremo tutti i calcoli in coordinate curvilinee qualunque, 
senza che ne risultino delle complicazioni gravi, Ciò prova i vantaggi che 
possiede il motodo delle forme differenziali, introdotto dal Fubini nella geometria 
proiettiva, sul metodo (più vecchio) dello equazioni differenziali usato dal 
Wilczynski, 
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(h55,f)28, (lS nr)- + : 


Ció posto, resta da vedere come si possano costruire il punto z 
e il piano &. Sia ancora m il punto che corrisponde a €, e p il 
piano che corrisponde a z nella corrispondenza X (- T . Basta 
costruire m e y. Ciò è particolarmente semplice se S è rigata. In 
tal caso infatti m è semplicemente l’intersezione (diversa da x) di 
t' con la quadrica W, (Cap. V $ 35 C) (*) e similmente y. è il 
piano tangente (diverso da $) alla quadrica Wẹ passante per t'. 
Supponiamo invece che S non sia rigata. Per costruire m e p 
anche in questo caso, indichiamo con t, e a le due tangenti 
asintotiche ad S in æ, con s lo spigolo e con d la direttrice. Siano 
R, e R, le due rigate asintotiche di S (Cap. IX, $ 81 E) 
passanti per æ e precisamente R, contenga la retta c, (i= 1,2). 
Siano c, e è, i piani che congiungono x, rispettivamente allo spi- 
golo ed alla direttrice. Infine C] (Oj) sia la conica del piano £ che 


corrisponde nella X (4) relativa alla rigata R, (Ry) al fascio 


di piani contenente i piani c, e à (o, e 8,). Il punto m è allora 
l intersezione (diversa da +) di /' con quella conica del fascio 
determinato da Oi e Cj la cui tangente in z è la polare lineare 
di 4 rispetto alla terna delle tangenti di Darboux. 

Le dimostrazioni degli- enunciati che precedono si trovano ai 
$$ 86, 87, 88; al $ 90 esaminiamo la connessione delle quadriche 
di Moutard relative ad una superficie S non rigata con quelle 
relative alle rigate asintotiche di $, Infine studiamo di nuovo al 
$ 91 il cono di Segre e le pangeodetiche del Fubini. Questi due 
$$ non riguardano pertanto le quadriche di Moutard ; ciònonostante, 
il metodo di cui ci serviremo essendo analogo alla determinazione 
della posizione del punto z e del piano € (v. sopra) abbiamo rite- 
nuto opportuno metterli al presente Cap. 


(*) Si ricordi in questa connessione che noi abbiamo trovato, al Cap, IX 
8 82 C, un legame fra W, o lo 3 (c). 


A 4 " "VY" p d nt LR NS ATAR Sw add del >. 
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$86 — Rette polari rispetto ad una quadrica di Moutard. 


A) Rette »,, »’, 7” polari di una retta » rispetto alla quadrica di Lie 
e alle quadriche di Moutard relative a due direzioni coniugate. 


1. Consideriamo una superficie S non sviluppabile e fissiamo 
su essa un punto x ed una tangente non asintotica t = (xd) 
uscente da x. La polarità rispetto alla quadrica di Moutard M, appar- 
tenente a t è data dalle equazioni (2) e (2), del Cap. IX $ 80. 
Sia = («D x) la tangente coniugata di t ed M, la quadrica di 
Moutard appartenente ad essa. Per trovare le equazioni della pola- 
rità rispetto ad M,,, occorre nelle formole citate sostituire Du, a 
du, e quindi (*) edu, a Du;. Si trova così che il piano 

0,6 + 0, dé + DE + 03 

è il piano polare del punto 


Pot + p, dz + pe Dx + pa X 


rispetto a M, se 


P, 9 
ie y Pi — rat 


2e Dau du, du, Du, Du, + 2e P rh Fi Il — P 
age 3 9 Ti Hy —E- LT 


F Pi 
a =p 2 Ge Ps Où = Pa y Os = Pa : 


(*) Cír. Cap. VI $ 56. 
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Ciò posto, sia * una retta che intersechi t, ma non passi 
per x né stia in $. Supponiamo che r sia determinata dal punto 


toe + ride 
di t e dal punto generico 
por + pa de + p, Da + pa X 
sicchè possiamo porre 
(1) r=(ne+ride, pox + pide- pe Da + pX). 
Siano x, r', 7" le rette polari rispettivamente rapporto alla H (qua- 


drica di Lie), ed alle M, e M,. Per le equazioni ricordate tro- 
viamo subito 


ro = (rop? — r1 Po) (646) + ropa (EDE) + ropa (6, E) + 
(Du, 
+ ra Pa (EDS) + 7, ps (06, E) 


2 F F; 
r= |r (0-45 n) ee fy mom 


x (È 2 Sa, du, du, du, du; 


2 Fi Fè Il—P 
Fi J TE + 26 TP ^ 13) (648) + 


(1 tor 


y (r T Zen) e + 2 in) (D$) + (1 + Re + 


+1, (es + 26 — E) (46DE) + "195 (16,5), 


F 2 
r = | d + 20)" le = TA + 


P. è 


zd M n y 


* = NET Ys iai per . 28 > Diet cm ^ 
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i 2e Ea, du, du, Du, Du, 2e Fi I—P\ C 
+ E i35 FH EE + 9 Fi pt a fs y "uev F, je. | (édé) + 


E 


GA 
LI 


d4 
Me 


no 
sr 


he [sn (Pet e 


( 1 Juste 


F 3 jf E 
+ (a= 2er) (o A €» +(»— Ec ri) es + 
tn(n— A so) CEDE + no dt, 2. 


B) Le rette / del regolo ry »' r”. 


Noi poniamo (*) 


(2) h=3r+r"—A4n, h=r +31"—4n 
X sicchè 
A = — UN Pi Pa + (2 Za, du, du, du, du, 4 
Re HEC Sees persa 
2e Zanudu,du, Du, Du, , 8 Fi , 56e La 
F Tap 21. pleat 


D: I 


IA + En) pa (EDS) + Fire (0429), 


2 Daudu, du, du, du, 9 Ea... du, du, Du, Du, + 
F 


Qu + TE TNI 2) | at- 


(DA sono le retto di cui si parla già al $ 85. 


e. T "REO 
ay H 


m 
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F! 16 F = 
= 34 (e Fn) (D9 — -F 7 "Ps ES). 


È chiaro che /, rappresenta una retta passante per œ (*) ed ‘l 
una retta che giace nel piano 6. Di più, detto P I intersezione 
di 6 con r e x il piano che congiunge z ad r, sicchè per la (1) 


(3) P=rot pride, n= —eFappé + paDé, 


la posizione delle rette 1, e lą evidentemente non cambia se la 
retta r descrive il fascio di centro P e di piano x; ciò si vede 
subito osservando che nelle (2),, € (2),, non compaiono più p, e 
pı» Si può pertanto prevedere che le rette 1, e 7, saranno 
più facilmente costruibili che le rette »' e r”, il che è importante 
perchè, come ora mostreremo, »’ e r” sono ben determinate, date 
fo, !h © Hh. 

In generale (**) le tre rette ro, l, ly determinano un 
regolo (serie rigata d'una quadrica). Se P, = 0, ossia se £ è una 
tangente di Darboux, le (Uwis, (2), e (2)wr mostrano senza dif- 
ficoltà che 7o, 1, e lą appartengono ad un fascio il cui piano passa 
per / (***); se invece P = 0, ossia se £ è una tangente di Segre, 
o, l e l, appartengono pure ad un fascio il cui centro sta su 
t, (Pe) Ma comunque si scelga £, le (2) mostrano che le rette 
*' e r” appartengono al regolo o fascio determinato dalle ro, 1, e 
l,. Dentro tal regolo esse sono determinate, come abbiamo già 
enunciato, dai birapporti 


= 


(4) (ilator) = 8, (Ulgr”) = 3 


Cid si pud dedurre dalle sole (2), come il lettore vedrà facilmente 
da sd; ma lo si può dedurre anche facilmente se si osserva che i 


(*) giaochè vi passano i piani & dE, DE. 

(**) sempre se F3F3È0. La dimostrazione à facile, 

(***) il piano del fascio è il piano polare di P rispetto ad H. 
(****) il contro del fascio è il polo di x rispetto ad JH. 
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punti d’incontro con /' e i piani che congiungono a /' le rette 


, 


r’, 1, ry, corrispondono rispettivamente al piano x e al punto P 
nelle E (1), E (— 3), E (0), mentre il punto d'incontro di ly con 


( corrisponde a m e il piano (7, #') corrisponde a P in X (3) A) 


C) I punti y,, 2,, ed i piani n, C. 


Si verifica facilmente che la (2), può scriversi 


(5) l, = (m6) 
dove 
F 

(5) vis UA Ê AE A n) E ridé, 

Kr 16 Fi Zanin du,du,du, du; 

{= ET +(2 ON NE ORTOS 2 

5 2s Xa,,,,du, du, Du, Du, Ji 8 Ti + 

56e F;? I — P 10s Fi 

LS ces LA 


Similmente possiamo scrivere anche 4; si ha e precisamente 


(6) L= (4,21) 
dove 
Fi 
(6)vis y; = (- Pop + F, 2 v+ pg Dz , 


(*) Ciò si vede subito dalle seguenti equazioni (5)»is © (6)bis ricordando 
le (1)ur e le (1)quater del Cap. IX $ 81, 


e^ 
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26 Daudu, du, du, du, 


«e [- nt, (rte T 


La, du, du, Du, Du, + 56e Pi 
(6) tr t Me y ECTS ESTO 79 FE "i 


8 Fo II — P 16e F 
4 H— Lx) v + 3 mn. 


La (6) si deduce subito dalla (2)w trasformandola dapprima se- 
condo le formole (*) 


(bd) =s(2Dz), (EDE) = (dz), 


GE) = (Da), (dé DE) =F, (2X), 


(7) 
(dé, E) = —sQ(xDz) — e(De, X), 


(DE, E) = — Q (ada) — (de, X). 


La dimostrazione delle (7) è lasciata al lettore come facile esercizio. 
Esse si possono provare partendo dalle (**) 


(eda Da) =—seFMt, (adoeX)=DE, 
(Dor 
@DoX)=edé, (daD æX)= sF (— QE +5). 


P, es. por provare la prima delle (7), osserviamo che dalla (12) dell’ Intro- 
duzione si deduce 


[(edxDx), (vdaX)]= (wdæ)(xdæDæxX) 
e facciamo uso delle (7)w1s. In altro modo si possono dedurre le (7) dalle (4) 


del Cap. IX $ 80. P. es. si vede subito dalle citate eq. (4) che si può deter- 
Minare « in modo che sia 


(*) Si ricordi cho L=SXE. 
(**) Le primo due (7)vis sono le (2) e (2)us del Cap. IX $ 81. La terza 
Si riduce subito alla seconda. La dimostrazione dell’ ultima à lasciata al lettore. 


BM st (e 


A A eS ds E a 


1 

N 

, 

f 

Je 
EL. 
T 
a 
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(Ed) = u (x Dx). 
Ora 


S (EdE) (dæ X) = «S (x Da) (dao X) = — a (xda D wX) = s4 Ps; 


d' altra parte, per la (11) dell’ Introduzione, 


S (646) (de X) = | 


Sido SEX 0 1 
= zi, ecc 
Sdeda SdEX SÈ o 


D) Determinazione dei punti e piani precedenti. 


La retta 1, appare così come intersezione dei piani y, e £,, e la 
retta l, come congiungente i punti y, e 2,. Ora dalle (3), (5), e (6), 
si vede subito, ricordando le (1),, € (1)quater del Cap. IX $ 81 che 


y, corrisponde a x e 1, corrisponde a P in X i) . Il proble- 


2 
ma di determinare 2, e ly e quindi per le (4) anche quello di 
determinare + e r” si riduce pertanto a trovare la posizione del 
punto 2, e del piano €,. Dalle (5), e (6),, si vede del resto che 
zı non dipende che dal punto P e 6, non dipende che dal piano c. 
Ma possiamo andare piü oltre. 

Osserviamo dapprima che i punti P e z, stanno su t e i 
piani x e €, passano per t, Precisamente le (5),, e (6), mostrano 
ehe il punto 


166 P, 


MEE mS, LÀ 


coincide geometricamente con « e similmente il piano 


coincide geometricamente con £. Posto pertanto 


10s F 
(8) at PS 


511 


(8) Sn & + 4 dn A 


il punto z, è il coniugato armonico di P rispetto alla coppia 
® e z; il piano €, è il coniugato armonico di x rispetto alla 
coppia di piani 6 e €, sicchò tutto si riduce a determinare la posi- 
zione del punto z e del piano C. (*) 

Dalle (6), e (8) si calcola (**) 


aum (+ Za, du, du, du, du, + 2e Xa „u du, du, Du, Du, + 
(9) 


80 Fi 
ER ++ Lì g /H—250—») "HY E ede. 


Similmente si trova dalle (D), e (8), 


t= (230, du, du, du, + 5 Za nu du, du, Du, Du; + 
(9 


SON nn d- Pe+ Serpe. 
QU m 


E) H punto » e il piano p, 


Dalla (9) si vede che il punto 2 non dipende che dalla tan- 
gente £ (ricordiamo che esso sta su #) Variando t, z descrive evi- 
dentemente nel piano $ una curva razionale che in generale è del 
Sesto ordine e ha nel punto z un punto quintuplo in cui le tan- 
genti ad essa sono le tangenti asintotiche e le tangenti di Darboux. 
Correlativamente si dica per il piano $, 


(*) Cfr. $ 86. 
(**) Abbiamo fatto uso dall identità (4) del Cap. VI $ 57. 


AAA RR o N II — 
v » v 
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Per il seguito è importante osservare che più semplicemente 
del punto z e del piano € si comporta il piano p e il punto m 


che loro corrispondono in E { — i) . Si trova infatti dalle (9) 


e (9),, ricordando di nuovo le (1),, e (1)quater del Cap. IX $ 81 
che si pud porre 


m = E La, du, du, du, du, + À Ya, du, du, Du, Du; 


(10) 
D. IR + 27, (II — P) $3. de F Di, 
m + Ea, du, du, du, du, + 2e La,, du, du, Du, Du, + 
(10),, 


+ 217 25 1— P ¿4 E rat. 


Il punto m sta su £' e il piano y passa per /'. Variando /, m de- 
scrive nel piano é una curva razionale che in generale è del quarto 
ordine e possiede in x un punto triplo in cui le sue tangenti 
sono le tangenti di Darboux. Correlativamente per p. Ai $$ 
seguenti esamineremo come si possano costruire m e p. 


$ 87 — Costruzione del punto m e del piano y. 


A) Caso di una superficie rigata. 


Cominciamo col caso semplice di una superficie S rigata 
(J = 0). Supponiamo 


ai= a= 0, 4y=0= 1, 2—g9--w, 


sicchè (Cap. IV $ 31) | 
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F, = 2wdudv, F; =o (A + 2 Bu + Cu*)dv*, 
F,=wF,, I-—P=2(B+Cw)dw, 
La, du, du, du, du, = è [2 (B + Cu) du + 
+ (A' + 2 B'u + C'u?) dv] dv? , 
Xa, du, du, Du, Du, = w [— 2 (B + Cu) du + 
+ (4° + 2 B'u + C' wu?) dv] dv, 
L'equazione (10) del $ precedente diventa pertanto 


T^ = [4 (B + Cu) du + (A' + 2 B'u + C'u?) de] (y + uz) + 


+ 4 (A + 2 Bu + Cu?) [— zdu + (y' + uz) dv]. 


Il secondo membro è lineare in du: dv. Variando du, dv, il punto 
m descrive quindi semplicemente una retta, In particolare posto 
dv = 0 si trova il punto 


(B + Ou) y — (A + Bu)z 


che é il coniugato armonico di z rispetto ai punti flecnodali di 
(yz), e posto du — 0, si trova il punto 


(A! + 2 B'u + O'u?) (y + uz) + 4 (A + 2 Bu + Cw?) (y + uz) 


che è il polo della generatrice (yz) rispetto alla conica osculatrice 
dell’ asintotica curva di S passante per x (Cap. IV, $ 35 O, (12). 
Dunque, variando anche «, il punto m descrive, come abbiamo 
enunciato ($ 85), la quadrica W, se B*— AC+0 oppure il 
piano W, se B? — AC=0 (Cfr. Cap. V, $8 35 C, e 36 B). Cor- 
relativamente troviamo che, variando du:dv e u, il piano y invi- 
luppa la quadrica (o il punto) W,. Si ricordi che W, e Wg sono 
polari rispetto ad H. 


rr ent 
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B) Superficie non rigate. 


Supponiamo invece che $ non sia rigata (J + 0). Cominciamo 
con 1 osservazione che le (10) e (10), del $ 86 possono scriversi, 
ricordando le (1) e (3) del Cap. VI $ 58 


»- [9-2 y Edu ar e (1292 e 


(1) 
4 Jr SEN 
MIA TY JI + Fa (T 24) dra dude] xt Fi Da , 


= (55 —2 Sq), + (7- F 2h Du) F, Arh 


(Du, 
+ Fin m5 + 24) ara du, du] £ + mas. 
Poniamo 
(2) hi = Za, du, du, ; 
sicchè 
(2)u, F; v Ef. du, È) Fi n Xf, Du, , 
JU. s i 
D(F +24) amdu du, = IAZ + 24) 
ed anche 
(2) tor JF = 22 aj, f, du, du, È 2d 


Per dimostrare la (2)wr, partiamo dall’ identità (4) del Cap. VI $ 57. 
Per le (2)u, si deduco da essa (*) 


(*) Si ricordi anche l’ equazione (1)ws del Cap. VI $ 57. 


P 


FI 


aod 


> [897 5] 


d zi rper m 
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HIP = — Py Dhi du, Fifi Dui = 


= — 8 Dars du, Du, Du, Ef, du, + 


^ + 8 X Gyst du, du; Du, Xf, Du; == 


Last du dus Du Xf, 4 dus 
e ; 
Za ys: du, Du, Du, — Xf, Du, 


du dv 
Du Dv 


Zary du, Du, h | 


Za, du, Du fa 
donde per la (5), del Cap. VI 8 66 
iyne- 1 passi 5 
Var Dar dus Du fo 
= sana Urtq fa du, Du, 


= 82972 aU 90 Arp fa du, du — 
= € Y 991 da dinfa du, dur 
= 6 DOP by, fa du, duy = Xa, fa du, dun, o. d. d. 


Sostituendo le (2), e (2),, nelle (1) e (Du, quest' ultime 
diventano 


m= alu ses X jidu; + (19 sspe) stu 


— 


5 X ai, f du, du, — 25 REDDE: TEES a Ifidu, dî. 
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C) Coniche © e coni T. 


Il punto m si ottiene dando nella (3) ai du, i valori corri- 
spondenti alla tangente data 4, e sostituendo a f, i loro valori (2). 
Ora fissando comunque f, e variando du,, il punto rappresentato 
dal secondo membro di (3) descrive una conica C situata in £. 
Correlativamente il secondo membro di (3),, rappresenta un cono 
quadrico T di centro x. Di più, variando ora anche f,, le coniche 
O descrivono, come si vede subito, un fascio [O] di coniche nel 
piano é di cui x è un punto base, e i coni I° formano una 
schiera [T] di coni di centro x di cui & è un piano base; e la 
tangente a C nel punto base x corrisponde a quel valore di 
du:dv per cui 

D jidu = 0 


ed è pertanto la tangente ad 5 di coordinate 
(4) (€, DO fne); 


e similmente, la tangente coniugata alla (4) è la generatrice di T 
nel piano base 6. 

La costruzione di m e y si riduce quindi a determinare il 
fascio [C] e la schiera [T]. Infatti, il punto m sta su t' e su 
quella conica del fascio [C] la cui tangente in x è la polare lineare 
di t rispetto alla terna delle tangenti di Darboux; ciò risulta dal 
confronto di (2) e (4). Correlativamente, t. passa per t' ed è piano 
tangente a quel cono della schiera [V] che tocca È lungo la stessa 
polare lineare di t rispetto alla lerná di tangenti di Darboux. 


Basta considerare soltanto (e così si à fatto nella Memoria citata al $ 85) 
la coppia delle coniche del fascio [0] (e la coppia di coni di [T]) che si otten- 
gono supponendo in (3) e (8): Za”! f» fs =0; geometricamente esse sono 
quelle coniche del fascio che toccano in æ le tangenti asintotiche di S. Infatti 
19 la quaterna di tangenti di S formata dalle due tangenti asintotiche di S, 
da /' e dalla polare lineare di + rispetto alla terna di tangenti di Darboux, 
29 la quaterna di punti su # formata dalle intersezioni di +” (diverse da 2) 
colle due coniche sopra dette, dal punto æ e dal punto », 

80 la quaterna correlativa alla precedente 

sono tre quaterne proiettive, 


È 
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8 88 — I fasci di coniche C,. 


l. Generalizzando un poco i risultati del $ precedente, con- 
sideriamo le coniche C, del piano £ che sono descritte dal punto 
rappresentato da 


dJ 
e —— 3 Mudo) 3f du, + e 7- 254 Du Zf Du — 


(1) 
=> X ai, f du, du, + 25 + 24121] x 4-35 4 Du. Da 


se variano le du,, mentre le f; e Æ restano fisse. Variando anche 
le f,, otteniamo un fascio [C,] di coniche; in particolare per 
k= 1 ritorniamo al fascio [C] del $ precedente. 


Correlativamente potremmo considerare i coni I ottenuti dall'espressione 


($ — 30 dui E dui + (Er — $2 Dui Jar Dui + 
(Dui 
^ i 
+ À Xon fi du, du, — X (5 4 24 )r. r.| + 2A dui . d£; 
ma ciò è inutile, giacchè T» è polare di C, rispetto ad H, come si vede 
snbito. 


Per trovare il significato geometrico del fascio [C,] (kb qua- 
lunque, ma fisso) basta caratterizzare le due coniche del fascio 
che toccano nel punto base z le tangenti asintotiche di S. Siano 
Ti, ©, le tangenti asintotiche di S in w, e Cj la conica del fascio [C,] 
che tocca tin æ 


I valori di f; corrispondenti p. es. a O; soddisfano all’ equazione 
(2) Da" f, f, =0 
€ quindi anche alle (è ft = Xa* fx) 


Fun o Excn, Lexioni di Geometria profettivo-differenziale. 34 
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(2) p=Ve sr f. (+) 


Dimostriamo che: l’interserione (diversa da æ) di Ok con x, sta sul secondo 
spigolo. Per calcolare la detta intersezione, ricordiamo il fatto che ogni tan- 
gente asintotica è polare lineare dell’ altra rispetto alla terna di tangenti di 
Darboux (**); ciò mostra che l'espressione del punto cercato si può ottenere 
da (1) sostituendovi a du; valori tali che sia 


(3) Lal, fi du, du =0 , 


Sarà allora evidentemente anche 7,=0 e quindi per la (3) del Cap. IX 
$ 84 (e) 


(3)us Du=—Vs du, F=0. 
Tenendo conto di (2), (2)ms, (B) e (3)vis vediamo che tutti i termini di (1) che 


restano diversi da zero son divisibili por Ef; du; . Scartando questo fattore 
resta l'espressione . 


dd 9 1 dJ BI: 


che rappresenta infatti un punto dello spigolo (Cap. IX 8 84, (1)tor). 
La tangente alla conica C, in un suo punto qualunque si ottiene, com’ è 
ben noto, eseguendo sull’ espressione (1) l’ operazione polare 


pad a qa EX 

ô (du) 0(du,) 

(1:22 è il parametro del punto mobile sulla tangente). Posto (A; = Zam A^) 
At = Xor y v 


tale tangente si ottiene pertanto da 


(*) Passando a O% occorre evidentemente cambiare il segno di Ve : 
(**) Cfr. anche le (4) e (4)u del Cap. IX $ 84, 
(***) Cfr. la nota (*). 


RE de 
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dJ q 1 DJ 
(F — zen) soc (47 ou Du sr ac 


dnx 54 1 A 
+( : — 2000) 2f du + + (7 A — 234 As ) 4 Du — 
(4) 


i 


È E (Z fi Du, + Eo A! + Ef Al. Da). 


Applicando ciò alla tangente di Ch nel suo punto precedentemente determi- 
nato, dobbiamo semplificare la (4) mediante le (2)ba, (8) e (3)us. Noi voglia- 
mo determinare l'intersezione della detta tangente con v, mostrando che esso 
sta sulla seconda direttrice. A tal fine possiamo porre 


M Erf, fnr=— 8282! 


sicchè 
A= a mls xvn. 
e 
DAN = IAA = 0. 


Inoltre 
i Zats fi M du, = 8 Dr 90M du = 


= e Ibu’ A du, = 0, 


Per il fatto che ogni tangente asintotica è polare dell’ altra rispetto alla terna 
dello tangenti di Segre. Nell’ espressione (4) risultano quindi nulli tutti i ter- 
Mini che contengono come fattore o Efi A! oppure Ef; At, e il termine che 
Contiene 4, Di più, essendo 


Lars du, X = Lars H! f du, e — Xf; Dui = Ve Ef: du, 


Si può soartare il fattore 3/1 du; e rimane 


3J, X 9 ERA : 
ES — GIAN — H N + 
(bis 
1 
2/2 (+20) Je Fan 
Ora essendo 
MN A exy e», 
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Ve x903,— 2M, 


si deduce 
fo =— eD dpi =—/ e EO dipr, 
oppure 
fi =s Ve Mi 
e quindi 


2Ve x (424) fi=22 (A +24). = 


EJ A 


=2 7 


HU 2°. 


L'espressione (4)»is diventa pertanto 


B: AUN — 010 a 32 S 
(5 7 Eine Trana 


32 1 1 
--3 [m Eee E)» | , 


che rappresenta infatti un punto della seconda direttrice come si vede dal 
confronto con la (1)y, del Cap. IX $ 84. 
Riassumiamo il risultato : 


Scegliendo comunque k, la conica O} (*) del piano È passa 
per x ed ha ivi la tangente tı. Il secondo punto d intersezione di 
Ci con t, sta sul secondo spigolo. La tangente a Ci, in questo punto 
interseca tı in un punto situato sulla seconda direttrice. 

Ora questo è evidentemente conseguenza immediata (**) del 
teorema : 

Sia R, la rigata asintotica di S che ha per generatrice to. I 


punti di Ol corrispondono nella 2 (7) relativa a Ry ai piani del 


fascio determinato dal piano che congiunge *, al primo spigolo e 
dal piano che congiunge t, alla prima direttrice, (***) 


(*) Similmento per Ch. 

(**) Ofr. Cap. IX $ 81 E. 

(***) La conseguenza di questo teorema per il problema di costruire le 
quadriehe di Moutard è già stata enunciata al $ 85. 
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La dimostrazione è immediata se facciamo uso di coordinate asintotiche 
(u, v) su S. Infatti, l’espressione (1) diventa in tal caso, usando per sempli- 
cità forme normali (By = 4,2), 


à e 
|- 5 a a, t gaan trann) + 
ð ô log 8? 
+ À dudo (Ege p Sepa) 2 + À (f, du— fade) (eu du—t dr). 


Per fissare le idee, sia (wæ») la generatrice *, di Rọ. La conica Ok 
si otttiene, supponendo /, =0, sicchè Cj è descritta dal punto i 


(BE Ta + paut — a PORT dude) & 4-4 de (s, du — a, de). 
v u 


La corrispondenza X (+) relativa a Rọ associa (ofr. Cap. IX alla fine del 


$ 81), il punto 
(on-a) % + 8, 85 Cu + 532v 
ed il piano 
So 6 + Si Eu + Sat» 


La conica Oh corrisponde pertanto nella X (+) relativa a R, al fascio di 


piani 


E — Eu du + Ev do . 


1 Ologgy*, _ 1 Ologfty 
(+ du du "ics PESE dv 


In particolare per du=0 otteniamo il piano 


ô 2 
E + CEPI g 


ehe contiene *, e il primo spigolo, e per dv=0 il piano 


1 ôlog gy? 
E mp E+ Eu 


che contiene x, e la prima direttrice (Cfr. Cap. III, $ 25 B), o. d. d. 
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$ 89 — Significato geometrico degli invarianti proiettivi 
più semplici di una superficie. 


A) Intorno del quarto ordine di una superficie. 


In questo $ ci occuperemo di superficie S non rigate e faremo 
uso di forme normali (J — — 1). Gli invarianti proiettivi più sem- 
plici di S sono del quarto ordine: 


$ —2Za^9,9, W-—Xo"4,;5,9, W Db pippi 
(1) 
y». ey =>. 


(Cap. VI, $ 59 A). Sarebbe facile dimostrare che ogni invariante 
proiettivo di 9 del quarto ordine è funzione razionale di ®, Y, 
V". Ora dalle ricerche dei 88 precedenti risulta che intorno del 
quarto ordine di S relativo ad un suo punto generico x è perfet- 
tamente determinato dalla quadrica di Lie H e dalle due coniche 
Ci, Cf (*. Infatti, dal teorema finale del $ precedente risulta 
subito, confrontando con quelli del Cap. IX, $ 81 E e$ 81 F 
che le X (c) relativo al punto z di S sono completamente 
determinate date £ (0) (che è parte della polarità rispetto ad H) 
e Oi, Oi; ciò posto, i teoremi enunciati al $ 85 e provati negli 
ulteriori 88 mostrano che, date H, O} e Cf, possiamo costruire la 
quadrica di Moutard appartenente a qualsiasi tangente a S in x, 
e quindi anche la conica osculatrice (di contatto cinquepunto) in 
æ di ogni sezione piana di S passante per x. À 

Gli invarianti (1) sono quindi invarianti proiettivi della figura 
composta da H, Ci, O% (fissando b a piacere nostro) Più preci- 
samente, noi dimostreremo che essi sono già invarianti della coppia 
di coniche ©} e Cj. Per brevità ci limitiamo all ipotesi 3:0 ; 
sarà un utile esercizio per il lettore di effettuare i calcoli analo- 
ghi nell'ipotesi Y =0, 


(*) % essendo una costante fissata a piacere. P. os. possiamo supporre 


bel, 


e. 
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B) Invarianti delle coniche 0} e C5. 


Il fascio di coniche nel piano £ determinato dalle Cl e C? 
possiede un punto base in x. Siano y,, Ya, ys le altre inter- 
sezioni di C; e Cf. Noi calcoleremo i birapporti 


(uy), (xy), (Ya), (aus), i=1,2 


t, e c, essendo le due tangenti asintotiche a S in x. Per ciò che 
si è detto sopra, tali birapporti sono funzioni degli invarianti (1). 
Cerchiamo dapprima la posizione delle rette (x yy) (v = 1, 2, 3). 
A tale scopo, occorre cercare il valore di /,:/, tale che sia ridu- 
cibile la conica C, rappresentata dall’espressione (1) del $ 88 
ossia, giacchè adesso supponiamo J = — 1, dall’ espressione 


(E pidu  Efidus + 862 9, Du, . Ef; Du; + 4kXaj, fi du, du, — 
(2) 
— 3E pfi. pe) x — 1662/,Du. Dax. 


Si vede senza difficoltà (*) che le coniche ©, riducibili si otten- 
gono scegliendo /,:/, soddisfacente all’ equazione cubica 


(3) Ipfe Daff —2hXa'"f,f, ¿=0, 


Dalla forma dell’espressione (2) si deduce poi subito che le rette 
(xy) sono quelle rette (xd) per cui du,:du, soddisfa all’ equa- 
zione cubica 


E. 


(*) œ essendo un punto base del fascio [ 4], per trovare lo coniche 


` riducibili occorre evidentemente scegliere le /; in (2) in modo che il coeffi- 
-Ciento di œ risulti divisibile per f; Du, = Xf, a” 9y, du, = DP 94, du, = 


= [|A| (ft du, — f*du,), oppure che esso si annulli ponendo du; = f* . Fatta 
tale sostituzione, si arriva subito alla (8). (Essendo dw; = f*, sarà : 


Du, = 29 af = X9 fe). 
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(3). 2kog; + papi Du, = 0. 
Le tangenti coniugate alle (xy) sono date da 


(3)u. 2kgg — pi pidu = 0. 


Ardea d 


Dobbiamo pertanto determinare i birapporti R, e Rig delle qua- | 
terne composte dalle radici di (3),, e dal una o dall'altra radice 
di y — 0. Sostituiremo del resto (3). a (3), in questo calcolo, 
il che è evidentemente lecito. Per far comprendere bene tal cal- 
colo un po’ complicato, facciamo una breve digressione. 


C) Alcune formole preliminari. 


L'identità (4),, del Cap. VI $ 57 B mostra che le forme diffe- | 
renziali cubiche | 


pat VS v, pa—Ve gi () f 


sono cubi di forme lineari; poniamo pertanto 


(4) pat Ve qe 2o], pa—Ve vi — 203, 
sicchè | 
(Avis Pa = wi + 03, qi sys (oj —+). | 


Dall’identità citata risulta di più 
(20,0)? = 5, 


sicchè possiamo supporre 


(*) Fissiamo a piacere il segno di Ve. 


2h 
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(Mr Pais 20, Wg * (*) 


La forma ©, è determinata a meno di un fattore che è radice 
cubica dell’ unità; scelto t tal fattore, anche w, è ben determinata. 


Scriviamo ancora w, o, per indicare le forme che si ot- 
tengono dalle w,, ©, sostituendo a du i differenziali coniu- 


gati Du. È chiaro che o; differisce da w; soltanto per un fattore: 
Per determinare tale fattore diamo in wp e c, alle du, dv 


dei valori che annullano wy iz j). Si vede allora subito che è 
(cfr. la (3) del Cap. IX $ 84) 


m =+ sfe w. 


Ora sostituendo i differenziali coniugati in (4), otteniamo (**) 


epi + ps=2ut, eg — VE p= 20, 
sicchè infine 
(4) quater o, =e/s o, Wa =—e/s wm. 
Dimostriamo adesso che, posto 
(5) E py du, == hi0, + Ay 09 ; 
è 
y — y") y y” 2 
E A, 


(5), 
24 =D. 


Infatti sostituendo nella (5) Du al posto di du, otteniamo per 
lo (4) quater 


— 


(* Le forme linenri w, ew, sono (anche in notazione) identiche a 
Quelle che stanno alla base del metodo cinematico usato da Cartan nelle sue 
ricerche relative alla deformazione proiettiva. 

(**) Cap. VI, 8 57, (1)us € (1)tor> 
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E9,9 du =e E (10, —A 03) 


e, confrontando con (5), deduciamo che: 


23,0, = E(t VE E9447) du, 
E- - (9 
240, = E (pi — ys 28,9”) dus. 


Si deduce pertanto da (4)ter 
93,2, « Xa dui duy =D (Y: + V e Edd") (jy — e Edny ) du; dux. 


Î evidentemente lecito sostituire in quest’ identità a't al posto di du; dur. 
Fatto ciò, risulta 


4X, 25 Xa qi a Ve Song gt — e 2949 ye — 
k — 62940 ab Qn y. 
Il secondo e terzo membro a destra sono evidentemente nulli; il quarto 


— 2299 ai d" p — — 6 E dr x a a?" a0 Dp by, 


essendo 


D —s 80 ps 
Z9,0G9*g5-—9», IPD, me 0 se pzs 


vale Darı ppp =P, sicchó l’ultima delle (5)via è provata. 
Ora dalle (4) e (6) si deduce 


: | AX (e, Vo 92) =z lu HNE angr) (p + Ve 2959) x 


X (y, T Ve xou gt ) du, duy du, , 


4X (Ve e) = 2 (y Sa aw) CEN Dony ) X 


x (pi — Ve 29 gt) du dundu. 


ES 


Sostituendo qui a" a du; du, du, , otteniamo 


ace CM 
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4x (+e w) = xat qu qu qi + 3l LI ary di di + 
T 38294 Dan a qn pt qi + sla 2049090 ppp, 
4 (PV MEI I « X929 gr qi qi + 


+ Be Dada at gr qe di — el s Zonda Bu gr dr gr. 
Ma dal Cap, VI 8 57 (3), (8)un o $ 69 (1) si deduce: 
E aw pr qq; = —W, 
E9494,00 pr Qt d; e eV, 


ride 9 a9 Qr qt d! = — a Y, 
sicchè risulta 


43 (w+ Ve w) =4 (v—Y w), 


4 (r—Y« uw) =4 (w e Ys w), 


onde osservando che l'identità ($ 59, (2)) che vale fra gli invarianti ®, Y, 
V" può soriversi 


(wew) (mew) + a 


o ricordando l'ipotesi fatta che ® +0 otteniamo anche le altre (5) bia + 
D) Birapporti R, ed R,. 


Dopo questa digressione, ritorniamo ai birapporti A, e R,. 
Precisamente indico con R, (R,) il birapporto della quaterna com- 
posta dalla terna delle radici di (3), , o ciò che è lo stesso di 
(3, , e dalla radice di e, — 0 (wa — 0). Per le (4, (4), e 
(5) la (8) può scriversi 


lola? + 08) — (410, + x) 0,09 = 0, 
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sicchè R, per es. è il birapporto delle radici della forma biqua- 
dratica 


(7) kot — 01034 — As 0105 + bo 05. 
Ora è ben facile calcolare R,. Si trova (*) 


Ri (R, — 1)? Ad 
(8) (Ri + 122, DE (Ri 29 


D + 64% (V? + eW"2) — 364° * — 108 kt DI 


- e Y Ve Vy ID 541807 


Per dimostrare la (8), ricordiamo (**) che data una forma 
biquadratica 


awi + 4,0103 + agwi Os + 430/03 + 4,03 
essa possiede due invarianti (relativi) 
i¡=04%— 34,4 + 12a0,, 
j=27aja, + 270,43 + 203 — 724,494, — 94, a5 5 


mediante cui il birapporto Æ delle radici della forma si esprime 
secondo la formola 


(Rh — R + 1) EJ 
[Z4 0G92—D)QG—25]p TF 


o meglio (per il nostro scopo) 


R (R— 1)? _ 4is— 73 
[R+DER—-DR—2)P 278 ^ 


(*) L’ equazione che dà R, differisce dall’ (8) soltanto nel segno di Ve à 
(**) Ofr. p. es. Cesaro (Corso di Analisi Algebrica; Cap 51 $$ 2 e 3). 
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Nel caso particolare della forma (7) è 
i=\}+3%,,, j——2X4—9KkXX4- 2783, 
i3 = M + 9A da Mi +27XM + 274902 
e quindi secondo le (5),, 
$ V + ye V" Y y's y^ 
i— 4 (ORTO: + 9% CAEDE. uh 


21 Vy —y's y 
LA + 540 A 


pa AE o más, 


2 Li 
ip per eerie T ET gup — 274) 


onde si arriva subito alla formola cercata (8). 


8 90, — Quadriche di Moutard relative alle rigate asintotiche. 


Sia S una superficie non rigata riferita alle linee coordi- 
nate asintotiche. (*) Sia t=(xdx)= (xx,) du + (2x%,)de una 
tangente a S in x. La quadrica di Moutard M appartenente a t 
è il luogo del punto (**) 


(1) po + pide + p, Dz + paX 


doye 


(*) In questo à non supponiamo che le coordinate siano normalizzate. 
(**) Cap. IX, à 80 B, (2quator + 
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M 2 Bau? dv? 

M=2 pops — 2a, du dv (pj — pi) + T er nu Pi Pa + 
— du? + yde? 1 B 0log(fB: as) du? 

A A PA A 


1 P olog(asf) du ea ô log (aia Y) es, 
64% dv dv 6 ay du du 
(2) 

1 y olog(r:aj) dv? — 1 (fdu? + rdv) 


6 as dv du! 36 (ajo dudo?) + 


1 (8du? — yd’)? 1 du 
Catani Sag. TA 


1 dv NS 
Mae TIR p=0. 


Siano ora, come al Cap. IX $ 81 F, pag. 477, R, e Ra le due 
rigate asintotiche di S passanti per x= (*) Noi vogliamo deter- 
minare le equazioni delle quadriche di Moulard M, e My rela- 
tive rispettivamente a R, e a R, ed appartenenti a t. (**) A tale 
scopo osserviamo che dalle (5) del $ 81 F si deduce che: 1° i simboli 
di Christoffel formati per Pf? sulla w — 0 hanno gli stessi valori 
come quelli formati per Fa sulla u=0 e quindi che in (Z4, ty )u=0=0 
è indifferente calcolare le derivate covarianti per la forma F, o 
per la FS; 2° che è per Ej, seu =u —0, 


110 — PO = (tu + 16.) de?, 


Za), du, du, du, du, = 419 dv? (an dia AMEN : 413) do) | 


(*) Precisamente R; contenga (æa;) come I. o. 
(**) Le notazioni son quelle di 1, c. 


pa” 


"Ya 
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ar 
Zad), du, du,Du, Du, = (ig y dv? (- 9108 (4121) E n du + 0 s . 412) D X 


Ciò posto, si vede subito che il punto (1) appartiene a M 1 Se 
pl 2 dus 
M,= 200 pa — 241g dudo (pi — pi) + Faga Pa + 


do? 1 y 0log(aj3 1 dv 
ace or ‘648 du de 
(2)u, 
1 y ólog(y:a3) dv — 1 (xd 


—@  ——À nement — cs mue 


6 4% dv du: 36 a, du*dv? 


1 (rat 1 de 
+ 4 4,9 du? dui + 2412 Cía + 19) + J pi =0, 


Similmente si trova che il punto (1) appartiene a M, se 


du 8 
M, = 2 po pa — 2 aya dudo (pj — pi) + + EN ; aL P1Ps — 
1 B 0log(f:aj) du? 
Gan du dv 


du 
— 2w su Pa Ps + + 


(her 
1 B 8log (4,9 8) du l (Bdu’f 
Ex dv dv 36 aj dudo? 


1 du3)? 1 
++ ls gas + 00) 240] = o. 


aya du? dv 
Dal confronto delle (2), (2), e (2h risultano le identità 


M, — My = ps (91 P1 + Go Pa + 959); CD | 


(*) 1 valori delle « non ci interessano (e neanche quelli delle o in (8) ). 


+ se 


TS my TU 


RATES ETON 


NE 
A 
rl 


à "^ k * Le 
West 92044) IP 


da VE 


"EA X71 


hak i i Ale H 


A RS RU E MEINE NT Y 
Thr A $E ^ ds n E 
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(3) 
M; + Ma = M + Mo, 
dove 


5 
Mo = 2 ops — 2,5 du dv (pj — ps) + (- Yi +9) pi=0 
sicchè 


(3)us M — M, = ps (ei p + capa + 05 ps) : 


Le identità (3) e (3), hanno una notevole interpretazione geome- 
trica, Cominciamo coll’osservare che la quadrica M, = 0. (o 
brevemente My) non dipende dalla tangente t, ma soltanto dal 
punto x di S. Infatti, posto 


Pox + pide + p Dz + p X = rom + rz, + rom, + rX, 


si trova subito che 


} 5 
(4) M, = 2ryry — 287,7 +- FE +e) n=0. 


Se ne deduce che la quadrica M, è una delle quadriche di 
Darboux. (*) 
Ciò posto, si vede senza calcolo il significato geometrico 
4 delle (3) e (3)y, : 


Nel fascio determinato dalle quadriche M, e My vi è una qua- 
drica spezzata nel piano tangente a S in x e in un altro piano; 
sia M' la quadrica del fascio coniugata armonica di quella spezzata 
rispetto alle M, e My. Nel fascio determinato dalle quadriche M' e 
M, vi è di nuovo una quadrica spezzata nel piano tangente e in un 
altro piano ; la quadrica di questo nuovo fascio coniugata armonica 
della spezzata rispetto a M' e M, è le quadrica M. 

Mediante questo teorema, la costruzione delle quadriche di 
Moutard relative ad una superficie non rigata si riduce alla co- 
struzione delle quadriche di Moutard relative alle sue rigate asin- 


(*) Ofr. Cap. III, à 21 C. 


Se la superficie di partenza è rigata (v. $ 87), sicchè il teorema 


Semplice della quadrica My. (*) r 
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totiche. Ora la costruzione delle quadriche di Moutard si semplifica 
precedente dà un nuovo modo di costruire le quadriche di Moutard 


relative ad una superficie non rigata. Però la prima soluzione 4 
pare migliore, almeno se non si trova un significato geometrico : 


8 91. — Il cono di Segre. 


A) Formole preliminari. 


Comineiamo dimostrando le formole, analoghe alle (1) del » 
Cap. IX $ 79 - 


2 , 
dDx = Ldu pr du, du, . 2 + AA S i 
2 


1l. ar,—r, 
M S A IS rd 
F, 
a) 
Mero rop 
dD = 20, sj du du, 54 LM je + 
2 È 


1 
q Wa + Fa 
te y 


Fa 


La dimostrazione è analoga a quella delle formole citate. Limitiamoci 
alla seconda delle (1). Differenziando l’ identità 


DE = LE; Du, = Lal" Ors Es du, = X94 E" du, 


—_— 


(*) È chiaro che deve essere possibile costruire M,, date M, Ol, C] 
(ofr. $ 89). 


Funini o Enon, Lexiont di Geometria proiettivo-differenzialo. 35 


MEER E E P NH NI re d »^ dad 
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si trova facilmente (*) 


ADE = Dp E" 0*u, + 29,4 al" Edu, dus , 
M. ossia, essendo 
En =— X ab Ep + G3. E + Tu E, 


d DE = E sn duy du, . E— X bf, Ep dux du, + X95, E" D? tts + 


A; Si tratta quindi soltanto di provare che, se Æ, #0, posto 
B 9 — XU. Ep du, du, + DOr & £u, — AdE HN DE, 

i p^ sarà 

+ 1 

E: = E954 du, tu, — Fi y= 3 4 

x] i F; 1 LE F; N 
: +2 A tale scopo moltiplichiamo la («) per dz, oppure per Dx. Si trova rispet- 
E tivamente (**) | 
4 + 2 Dons dui duy du, — 394 du, us = — AF, 

A + Eds Du; duy du, — 39 Du, Bus = EX F,. 

a Ma » 

E. i 29,, Du, du, = X29,,9*a« dus us = — e Dai du, D? u, = — 51 
È 2 bins Du, duy du, = X9" ant bi, due duy du, = 

i» v 

sa = € Dart Aks duy du, du, = 82 ans du, du, du = e Fg, eco. 

E B) Nuovo calcolo di un determinante. 
m Adesso è facile dimostrare le identità (valide se F,+ 0) 

7 $ 

| (œd x dtad3x) = P,dG — —-GdF, + Py (Pi — 40) — 

i 

v (*) Cfr, Fubini, I differenviali controvarianti, Atti della R. Acoad. delle 


Scienze di Torino, vol. 54, 1918. 
(**) Ofr. Cap. IX, $ 79, p. 459. 


SR Cso! Qe Eo rait 


“Ar 
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= — F4,Xb,,,du, du, du, du, — F2 X 9,2; du, du, , 
(2) 


e (déd? Ed? £) = F,dG — > GdF, + Fa (F; + 4G) + 


+ P¿20,. du, du, du, du, — 1429, p, du, du,, (*) 


dove abbiamo posto per brevità 


(2)u, G = X9, du, 9? u, 
sicchè ; 
(2). dG = X$,, (du, du, + 0*u,2*u) . 


Ci limitiamo a provare la prima delle (2). Differonziando la prima delle 
(3) del Cap. IX à 81 C si deduce 


(edad) — (d Fs — d G) .E4 (Fs — G)d£ -- dA. DE - Py. dDE, 
ossia per la (1) 


(eda da) = (dF$ — d G + Fy 39,7) du, du, ) E + 
9 
a: ($9 n)». 
Ora dalle citate (1) del Cap. IX 4 79 si deduce facilmente 


SEd'o=F,, SDEdiu— G — F$, 
siochò 
(dududa) = — Sd'x (w da dx) = 


= — F, (dFi— dG + F2 rank due du, ) + (Fi — G) (4 dF, + n) 


donde si passa subito all’ equazione cercata, ricordando la (3)ur del Cap. IX, $ 80. 
EIL 


(*) Lo studio di (x, de d'w, d'w) è stato il punto di partenza delle 
ricerche del Fubini. Cfr, le Note: Defin. proiett, differ, eco. (Atti dell’ Accad. 
delle Scienze in Torino vol 49, 1914 pag. 786). Fondamenti della geom. d'una 
Suporf, (Rend, dei Lincei Vol. 27, ; 1918). 
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È B) Cono di Segre. 

: | 
a Al Cap. III $ 22 e al Cap. IX $ 81 C abbiamo esaminato la ] 
È corrispondenza di Segre (*) fra il piano (ædæd?x) osculatore di 

4 una curva c tracciata su S ed il punto (¿déd*£) di regresso della i 
K sviluppabile y che tocca S lungo c. Abbiamo visto che il Segre 

1 nella nota citata, esaminando ancora sotto quali condizioni accade 

4 simultaneamente che il piano osculatore (ædæd?x) e il punto 


(&d&d*&) sono stazionari rispettivamente per c e y, ha trovato che, 
, dato x, i piani osculatori in w alle curve c siffatte inviluppano 
| un cono di vertice z, che abbiamo chiamato cono di Segre, in 
> generale di sesta classe, con piano tangente quintuplo in 6, le 
À generatrici di contatto essendo le tangenti asintotiche e le tangenti 
di Darboux. Il Segre ne ha scritto l'equazione soltanto sotto 
e l'ipotesi che la S sia definita con una equazione z =} (x, y). 
a Le formole (2) ci permettono in nuovo modo (cfr. $ 16 E) non 
T soltanto di scrivere l'equazione del cono di Segre in coordinate j 

curvilinee qualunque, ma anche di costruire il piano tangente | 

(unico) del cono che passa per una qualsiasi tangente £ a S in a. 

E Le condizioni del problema sono evidentemente 


i (xdxd zdz) — 0, (ÉdEd'édE) — 0. 
Esse contengono, come è chiaro a priori, i differenziali terzi, Per 
arrivare alla posizione dei piani osculatori alle curve c, occorre 
eliminare i differenziali terzi, oppure, per le (2), scrivere l’ equazione 
— (rded’rd’ x) + e (Edd? $d E) = 0, 
che diventa per le (2) stesse e per le (3), del Cap. VI $ 58 
(3) 8GI. + 2 Fs D bru du, du, du, du, + FL du, du, == 0 . 


(*) Complementi alla teoria delle tangenti coniugate di una superficie, 
Rendiconti della R, Accad. dei Lincei, vol. 17, 1908. - 
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Confrontando con la (3) del Cap. IX $ 81 vediamo pertanto che 
il cono di Segre è inviluppato (variando du : dv) dal piano 


(873 Fi + 2Fa X biu du, du, du, du, + 


(CINA 
. + FDb‘, du, du) 6 + 8F¿F¿DÉ. 


Dalle (3), si determina immediatamente la classe del cono e la 
posizione delle tangenti nel punto multiplo z, d’accordo con 
l’enunciato precedente. Ma dalle (1)uate del Cap. IX $ 81 ve- 


diamo di più che al cono di Segre corrisponde in X (- +) (*) 
la curva del piano È luogo del punto 


(4 220,05 du, du, du, du; 4d Falbret du, du, w + 8 ¿Dx . 
( 


In generale, tale curva è d'ordine quattro, con un punto triplo 
in x, dove le tangenti ad essa sono le tangenti di Segre. 


C) Alcune applicazioni. 


Supponiamo in primo luogo che la superficie S sia rigata. 
Allora è ben facile vedere che la linea rappresentata dalla (4) è 
semplicemente la generatrice della quadrica W, (**) situata nel 
piano è. A tale scopo occorre provare soltanto (***) che (4) rap- 
presenta una retta che contiene il coniugato armonico di z ri- 
spetto alla coppia dei flecnodi ed il polo della generatrice rispetto 
alla conica osculatrice all'asintotica curva di S passante per x. 
Ora supposto ; 


dj = 0g = 0, d4g=0=H1, x-ydwz 
———— 


(*) Nella Memoria citata al $ 85 è scritto erroneamente X (3). 


(**) o del piano W, se le due curve flecnodali di S coincidono. 
(***) Cap. IV $ 35 C e 86 B. 


Duda Cif y tS AA 


"Uf WS : 
VUE da dira 


e 


a ES T NV P J 
AS EE AAA AA AAA II 
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si trova (cfr. $ 87, 87 A) che (4) si riduce, scartando il fat- 
tore 2dw?, alla 


[4 (B + Cu) du + (A' + 2B'u + O'u?) dv] (y + uz) + 
+ 4 (A 4- 2 Bu + Cw?) [— zdu + (y! + uz') dv], 


donde risulta l’ enunciato come al $ 87 A. 
Adesso supponiamo invece che S non sia rigata. Dimostriamo 
che la curva del piano È trasformata del cono di Segre mediante 


X [- x) si può generare come segue: Siano t, e T le tangenti 


asintotiche ad S in x; s, (d) sia V intersezione di t; col secondo spi- 
golo (con la seconda direttrice); e [O] sia il fascio di coniche del 
piano È determinato, 1° dalla conica spezzata in tı e (d, 82), € 
2° dalla conica spezzata in ty e (das,). Allora l'intersezione della 
curva suddetta con una tangente qualsiasi t a S in x è situata su 
quella conica del fascio [O] che tocca in x la polare lineare di t 
rispetto alla terna delle tangenti di Segre. A tale scopo osserviamo 
che la (1), del Cap. VI 8 58 permette di trasformare l’ espres- 
sione (4). Per brevità supponiamo J — — 1 (forme normali) e 
troviamo 


(wu (— 20a E p Du + pa X5, 9^ du, du,) x + 8p¿Dr . 


Qui poniamo 
(5) | ; Db ndu du, = Y, 
e quindi (Cap. VI $ 57 (Byuntor) 
5 $^ g, =—eXa!,du, du, 
pa = Zan at, du, du, du, = — eZ 0% aj; 9, du, = e X gr Dur , 
sicchè la (4),, diventa i 


(6) (— 262g Du. X, Du; + [^ Eg) x + 8e2g Du. Dx. 
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Riguardando le g; come fisse e variando soltanto le du,, il punto 
rappresentato da (6) deserive una conica del piano $; e variando 
gi, tali coniche descrivono evidentemente un fascio [C] di cui œ è 
un punto base. La (5) mostra poi che il punto della curva rap- 
presentata da (4), che sta su una tangente £ (ad S in x) appar- 
tiene a quella conica di [O] che tocca in æ la polare lineare di £ 
rispetto alla terna delle tangenti di Darboux. Di più dalla (6) si 
vede senza difficoltà che la conica C* di [C] che tocca in x= p. es. 
la tangente asintotica t, si spezza in tı ed in un'altra retta (*), 
sicchè resta soltanto a provare che tale retta residua di C! è 
identica alla retta (4,83). Ometto questo calcolo, perchè esso è 
perfettamente analogo a quello fatto nel $ 88 (esso è semplicissimo 
in coordinate asintotiche). Si ricordi ($ 16 E e 24) che: 

La (3) è l’equazione differenziale delle estremali dell’ integrale 


Î ie ( pangcodetiche). 
F, 


$ 92. — Superficie a pangeodetiche piane. 


Non esistono superficie S per cui tutte le pangeodetiche sono 
piane, (**) Infatti, se così fosse, l'equazione (vd xd*xd?x) = 0 
sarebbe evidentemente conseguenza algebrica delle H = 0, dH = 0, 
essendo 


H = (wdd? xd? x) —e (£d6d?6d9Q) . 


Ora lungo un'asintotica curva à (***) H — 0 e quindi anche 
dH —0, mentre (xdxdxdx)+0. 

Ma esistono delle superficie S con una famiglia di œt pan- 
geodetiche piane. Esse dipendono da sette funzioni arbitrarie di un 


(*) Basta osservare che, so Lag yg! g^ — 0, l'espressione (6) è divisi- 
bile per Eg, Du; o, ciò che è lo stesso, che essa si annulla se g; = di , 
q,-—0. 

(**) Se escludiamo le quadriche. Sopra una quadrica, ogni curva può 
considerarsi quale pangeodetioa. 

(***) Cfr. l'osservazione al principio del $ 18 B, 


PUERUM TUE dS. 
y d 


PARURE ME o T tin RO RS O A A B. v. ur ON iii e e CE ge E Ne nit die TE 
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parametro e le loro equazioni in termini finiti s'ollengono senza 
neanche quadrature., Sia [C] un sistema œt di pangeodetiche proiet- 
tive piane di S. I piani tangenti a S nei punti di una qualunque 
delle C passando per un punto fisso, due C successive, e ‘quindi 
anche i loro piani, sono prospettivi. Gli œt piani « delle curve C 
sono pertanto protettivi fra loro, e le curve C si corrispondono in 
queste proiettivitá, Sia tọ un piano fisso del sistema [v], ro una 
retta qualsiasi di tọ, [r] il sistema œt di rette dei piani v cor- 
rispondenti a rg nelle proiettività sopra definite, Si vede subito 
che il sistema [r] è sviluppabile. Infatti, due piani © successivi 
essendo prospettivi, due rette r successive s’ incontrano. Da queste 
osservazioni si vede che S si può generare come segue : 

Sì scelga ad arbitrio una sviluppabile T, e sopra di essa, si 
costruiscano ad arbitrio quattro curve k; (i = 1, 2, 3, 4) Sia to 
un piano tangente fisso di T, © il piano tangente generico di T. 
Fra cy e © si consideri la proiettività m in cui alle tangenti delle 
k; giacenti in c corrispondono le tangenti delle k; situate in c, Sia 
Co una curva arbitraria del piano tọ, e O la curva del piano © 
che vi corrisponde in m. Se t inviluppa T, la curva C genera una 
superficie S su cui le O sono pangeodetiche piane. (*) 

Infatti due C successive risultano evidentemente prospettive. 

Ora sorge spontaneo un problema interessante: Determinare 
tutte le superficie con più sistemi œt di pangeodetiche piane. 
Osserviamo soltanto che la superficie yz = 1 (**) possiede sei 
sistemi di pangeodetiche piane, formati dalle curve di Darboux 
(coniche) e dalle curve di Segre (cubiche con un punto cuspidale). 
La più generale pangeodetica di xyz =1 è 


AO 


dove t è il parametro e À, Ag, Ag sono costanti arbitrario. 


(*) La sviluppabile 7 può degenerare in un fascio di piani. Le curvo ki 
devono allora sostituirsi con dei coni, i cui vertici stanno sulla retta base 
del fascio, 

(**) Questa è l’unica superficie che sia insieme di terzo grado e di terza 
classe, 


| 
| 


9». 
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Carrroco XI (EF). 


COMPLESSI E CONGRUENZE DI RETTE. 


8 93. — Formole preliminari. 
A) Rette e complessi lineari. 


1. Noi sappiamo che a coordinate pi, = — pu della retta 
unente i punti z, y, 2, € ed z', y, 2, t si assumono i doter- 
minanti 


Pg ty — VW Y), Dig 5ER —az,...., j Paa mel al. 


Per due rette di coordinate p, q la condizione d'incidenza è: 


S (p, qd) == Pia Qu + Pistas + Pulas + Pudis + Pelis + Postu = 0. 


Le coordinate p di una retta soddisfano alla 


Sp? = 2 (Pra Psa + Pis Pas + Pia Ps) = 0 + 


Un complesso lineare è l'insieme delle rette q le cui coordinate 


à soddisfano a un'equazione di primo grado 


à S (x, q) = Tilsa + uda + e + Magdi = 0. | 


Le mr, =— 7, sono le coordinate del complesso ; se 
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ST? = 2 (Tia 34 + Tia Tao + Tia Toa) 


è nullo, il complesso è l’insieme delle rette che si appoggiano 
alla retta di coordinate p,, = Te, che si chiama l’asse del com- 
plesso. Tali complessi si dicono speciali. Come è noto, due com- 
plessi lineari si incontrano in una congruenza lineare, tre com- 
plessi generalmente in un regolo (cioò in un sistema di genera- 
trici di una quadrica), quattro complessi in due rette. 

Diremo sovente retta p invece di dire retta di coordinate p,,; 
complesso x invece di dire complesso di coordinate T,,; se p è 
una retta, il complesso p è il luogo delle rette incidenti alla 
retta p. 

Due complessi (lineari) x, x’ sono detti in involuzione o 
coniugati se Sax — 0. Un complesso lineare x è luogo delle 
rette p, tali che i complessi (speciali di asse) p sono coniugati a m. 

Quando volessimo riservare gli indici ad indicare derivate, 
porremo : 


Pia =P, Dg, Dat, Pa =l, pam, pan; 


Mo 4, Tig =A, Tu D, Ta =À; Ty =W, Tes =Y. 


B) Aleune identità. 


Siano dati » complessi pi?,..., 20) (i= 1, 2, 3,... n) 
con n= 5 opp. n= 6. La matrice, o determinante delle loro 
coordinate si indicherà scrivendone la sola prima riga 


(PP... pl) o più semplicemente (p!p®.... pm) 


e, se n=5, cioè se si tratta di una matrice, con questa scrittura 
indicheremo anche i suoi massimi minori col segno stabilito dalla 
seguente convenzione analoga a quela del $ 1 A: si aggiunge 
alla matrice una sesta colonna, e si prendono i complementi alge- 
brici dei suoi termini, indicando ordinatamente con 34; Tar; 
Mas) Jus Tue Tya i complementi di p9, p9, PÙ,...., po. 

Un determinante (p® p9...,.p9) cambia di segno, scam- 


"e 
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biando Pig CON Psa, Pis CON pag, Pia CON Yes, OSSIA scambiando 
la terna p, q, r con l, m, n; noi, per moltiplicare (p 59 , , , 5) 
per un determinante di egual tipo (9g! .,,. 99), cambieremo di 
Segno uno dei fattori scambiando in esso le terne citate e poi 
applicheremo la regola solita del prodotto di due determinanti. 
Troviamo cosi: Il prodotto di (p"p?...p9) per (qq... gt) 
vale il determinante delle cy = Sp? q” (i,j — 1,2..., 6) cam- 
biato di segno. 
Col prodotto di due matrici 


(p9p9....p9) e (Pgh... q), 


una definente i numeri z,,, l’altra i numeri x, secondo le pre- 
cedenti convenzioni, indicheremo 


Stu = Tia 734 + 73 Aga | A Tga La . 


Questo prodotto si potrà ottenere per note regole sul calcolo delle 
matrici scambiando in una di esse la terna Pi, Pig, Pia CON 
Psi, Pass Pas, facendo il prodotto nel modo abituale, e quindi 
cambiando di segno il determinante così ottenuto. Perciò : 

Il prodotto (p p? ,., p°) (qP q9,,,, q9) vale il determi- 
nante delle Sp" q" cambiato di segno. 


0) Collineazioni e correlazioni. 


Ad una collineazione 7' sulle coordinate w, y, z, t di punto 
corrisponde pure una collineazione (trasform. lineare intera omog.) 
sulle coordinate P. di retta che trasforma in sè l'equazione 
Slp =0, e quindi moltiplica la forma Slp per un fattore. Noi 
senz' altro escluderemo le 7 a determinante negativo; e ci limite- 
remo pertanto ($ 2 B) a trasformazioni lineari che moltiplichino 
la Sip per un fattore positivo. Viceversa ogni trasf. lineare 
omogenea sulle p che moltiplichi Slp per un fattore positivo 
definisce una trasform. sulle rette dello spazio che porta rette 
incidenti in rette incidenti e che perciò equivale ad una collinea- 


"oi VN eet ATT NT ia gl md 


O ida T NN STER ER 
CAPITOLO UNDICESIMO [S 94] 


zione o ad una reciprocità, I due casi si distinguono dal segno 
del determinante della trasformazione ($ 2 B). Cosi per es. la 


U=p, mg, n=r, p zl, qd —m, r =n 


è a determinante negativo e definisce pertanto una reciprocità. 

Se A0, x, sono per ¿=1,2,..., 6 due sestuple di 
complessi, e se ININ) SHO RP (i, j= 1, 2,...., 6), allora 
i determinanti (AV, X%,....; A9) e (xt), x®,...., m) sono 
uguali a meno del segno, come si riconosce innalzandoli al qua- 
drato. Esiste perciò una proiettività o una correlazione che porta 


le À nelle y. 


D) Equazioni di una retta. 
La retta p, q, r, l, m, n ha in coordinate di punto le 
equazioni 
ly + ma 4nt=0 —lx + r2—qg =0 
—mx—ry+pi=0 —n+qy—pm=0, 


che si riducono a due indipendenti. Il punto comune a un'altra 
retta p', ,...., n à il punto 


lp! + mg + nr, mn —mn, nl'—wl, lm — l'm. 


Formole analoghe si ottengono per i piani, scambiando le terne 
p,q,r ed l, m, n. 


$ 94. — La forma +. 


Se le p (cioè p, q, r, l, m, n) sono funzioni di un parametro 
u =u, oppure di 2 parametri u = w,, v= u, oppure di 3 
parametri u = 4, V — ug, W= Uy, la retta p descrive una 
rigata, od una congruenza, od un complesso. Sarà 


[8 94] COMPLESSI E CONGRUENZE DI RETTE 


(1 Sp*—0, Spp; 0 (i=1; opp. i=1, 2; oppure i— 1, 2, 3), 
ciod 
(2) Spdp=0 e quindi Sdp? = —Spd'p. 


Noi porremo 
(3) p = Sdp? = — Spd*p = Xa, du, du, 
1 
(n =1, oppure, 2 oppure 3). 


L’ equazione p=0 caratterizza, tra le rette considerate, quelle infi- 
nitamente vicine ed incidenti alla retta p. Perciò nel caso delle rigate 
(n= 1) se p à identicamente nullo, la rigata è una sviluppabile. 
Nel caso delle congruenze e dei complessi (n = 2, 3) l'essere y 
identicamente nullo significa che ogni rigata della congruenza o 
complesso è sviluppabile. Prese due rette qualsiasi p e q della 
congruenza o complesso, uscenti l'una da un punto A, l'altra da 
un punto B, noi le potremo congiungere con una rigata della 
congruenza o complesso avente la retta AB per direttrice. Tale 
rigata, essendo sviluppabile, dovrà giacere in un piano passante 
per AB, Pertanto le rette p, q, cioò due rette qualsiasi della 
congruenza o complesso sono complanari. In conclusione : 

Se q è identicamente nullo per una rigata, questa à una svilup- 
pabile ; se 4 è identicamente nullo per una congruenza o complesso, 
questo ente si riduce alle rette poste in uno stesso piano od uscenti 
da uno stesso punto (e perciò in particolare non può essere un 
complesso (*)). 


(*) Se p=0 identicamente nel caso dei complessi, è Sp? = Spp; = 
E Spi = Spi pi= 0 per 7, j — 1, 2, 8. Esisteranno peroió 4 rette a 2 a 2 
inoidenti aventi per coordinate rispettivamente le p, oppure le p,, opp. pe, 
oppure p3. Esse sarebbero perciò rette poste in uno stesso piano, od uscenti 
da uno stesso punto, E quindi esisterebbe una relazione lineare «p 4- fp, + 
+ Pp + eps =0, cho, cambiando parametri es , si può ridurre alla forma 
«p--Bp,— 0; la quale, moltiplicando le p per uno stesso fattore, si può 
ridurre al tipo p3=0. Le p essendo perciò funzioni delle sole t, w,, la 
retta p descrive al più una congruenza. 
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Noi trascureremo sempre questi casi elenientari. 
Se il descriminante A di p è diverso da zero, potremo usare 
i simboli del calcolo assoluto; avremo allora: 


(4) Gp, = Sp, Ps m a Spp,, 


donde, derivando covariantemente Sp, pu + Sp,p, =0 e Spp, + 
+ Sp Pr == 0. Scrivendo queste formole per r, s t=1, 2 op- 
pure 1, 2, 3, si trova in entrambi i casi: 


(5) SprPa = 0 Spp, = 0 


L'insieme delle superficie rigate che sono tra loro tangenti 
nei punti di una generatrice p ad esse comune definisce quella 
che diremo una direzione (di spazio rigato). Essa si può conside- 
rare come definita dalla retta p e dalla retta p +.dp consecutiva, 
che si deve considerare comune a tutte quelle rigate perchò tra 
loro tangenti in ». Dare dunque una tale direzione equivale a 
dare la proiettività tra i punti di p e i piani ivi tangenti alle 
rigate considerate: proiettività che si può pensare definita facendo 
corrispondere ad ogni punto di » il piano che lo proietta dalla 
retta consecutiva p-| dp. Se le p sono funzioni di n parame- 
tri w, una direzione (di spazio rigato) uscente da p sarà definita 
dando i rapporti dei corrispondenti differenziali du. 


$ 95. — I complessi di rette con A=0, 


Cominciamo a determinare i complessi, per cui il discrimi- 
nante A della corrispondente forma 4 è identicamente nullo. E 
dimostriamo che : 

Se A=0 identicamente, il complesso è il luogo delle tan- 
genti ad una superficie, o delle relte incidenti ad una curva, 


In tale caso infatti la forma è prodotto di due fattori l 
lineari du,, i quali saranno nulli entrambi per un sistema di 


. du du du Sp : Y 
valori = = sa = PAX. che sarà anzi indeterminato, se i citati fat- 
1 2 3 
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tori lineari coincidono. Siano W (uj, ws, us) = cost, e 
X (u,, ug, 3)=cost. gli integrali di du, : dug: dug = 04:05:25; assu- 
mendo le V, X come nuovi parametri p. es. al posto di u, ws, 
e indicandole senz'altro ancora con uj, us, avremo che i citati 
fattori lineari saranno nulli per du, — du, =0 e perciò non 
conterranno dus. Quindi la forma t avrà nulli i coefficienti 
dig) Gogy ya, COSicchó 
Spi = Sp, Ps = SPa Pas = Spp; = 0 . 
Perciò le pg saranno coordinate di una retta incidente alla retta p 
e appartenente ai complessi p,, py. Sia B il punto (pps) co- 
mune alle rette p, pa e B il piano pps. Calcoliamo le coordinate 
di questo punto e di questo piano. Supposto L= — 1, la retta p 
ha per equazioni (in coordinate non omogenee di retta e in coor- 
dinate non omogenee di punto, se si suppone anche t= 1), 
x= —rz+q, y=mz+n, cosicchè: 
ọ =dmdq + dndr 
E le a5— 0, (i= 1,2,8) diventano: 
Ya Mg + ngra =0 (quma + Miga) + (mrs Hnr) = 0. (i= 1,2). 
Esistono pertanto 3 parametri A, p, v tali che 
My = Ang, fa = —Àqg, Mn, 11 = — Àg — hgs, 
My = Ang Hyng, ra = Ma — Ya + 
La retta pz avrà per coordinate 
ly =0, Mg, May Ps) ds) Y (p=gm+rn) 


e pertanto è la retta congiungente i punti 


(da, ^s, 0, 0) (=r —Agq, m—ni, 1 —)). 
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Il punto B è perciò il punto di coordinate 


A / r r | m , 1 ! 
y Lcd, En pl pat Md dedu Ee cent 
E e il piano fl è il piano, che lo contiene, di equazione 
> ny (z + rz — q) — qs (y — mz — n) =0. 


Poichè evidentemente è anche 
(1) nda — qud y + (rng + mq) de =0, 


avremo : 


Il punto B ha al massimo co? posizioni (*) e il piano B non 
solo contiene B, ma è anche tangente al luogo del punto B. (Il caso 
qa = na = 0, escluso in questa trattazione, si può studiare in 
modo affatto simile). 
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A) 11 complesso x e la forma y. 


Escluderemo il caso A = 0, esaurientemente trattato al $ 95, 
lasciando al lettore di vedere quali delle seguenti considerazioni 
si possano estendere anche a tale caso. Così escluderemo dalla 
trattazione come singolari quelle eventuali generatrici del complesso 


(*) Infatti, se avesse oo? posizioni, allora per un valore generico di t, 
v, w le dx’, dy', dx’ sarebbero arbitrarie e non potrebbero soddisfare a (1). 


, 


— ô , 
In altro modo si osservi che (1) equivale alle : M Far — DA + (rng + 


ô 4 
+ mga) TUR =0 per ¿=1, 2, 8, dalle quali si deduce di nuovo lo stesso 


risultato. 
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per cui A fosse nullo. Diconsi complessi lineari z' tangenti al 
complesso dato in una generatrice p i complessi che soddisfano 
alle Sz'p = Sz'p, = 0 (i —1, 2, 3. Uno di essi è lo stesso 
complesso p (cioè il complesso speciale di asse p); un altro sia n’; 
tutti i complessi lineari tangenti saranno quelli del fascio ap + 
+ Br, che soddisfano alle 


S(ap+fr')p=S(ap+Ba)p,=0. 


l raggi del complesso infinitamente vicini a p, che giacciono in 
tale complesso tangente, sono caratterizzati dalla 


S(«p- &e)(»-- dp -- @p+....)=0, 


che si riduce alla 

(1) aSpd*p-- 8Sz'd*p dU 

che, in virtù delle Spdp = Sz'dp — 0, equivale alla: 
(Du, aSdp*-- 8Sdz'dp —0. 


Se noi consideriamo per un momento le du, come coordinate omo- 
genee di punto in un piano y, avremo in (1) l'equazione di un fascio 
di coniche, una delle quali è la conica q — 0, È eccezionale il 
solo caso che tutte queste coniche coincidano, ossia che à complessi 
langenti seghino tutti il complesso dato secondo le stesse rette infini- 
tamente vicine a p. Io dico che questa proprietà caratterizza i com- 
plessi lineari. Per dimostrarlo, premettiamo una formola di carat- 
tere generale. Supposto, com’ è lecito, di assumere coordinate non 
omogenee di retta, e di scegliere 3 di queste a variabili t, 
porremo 


(2) 1=1, q=u, n—v, r=w (p=—mu—vw). 


Le coniche corrispondenti ai complessi lineari tangenti di coordi- 
hate A, p y, ecc, saranno (indicando per semplicità con Pp, ed M, 
derivate ordinarie e non covarianti) 
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Dd du, + CON, =0 

le quali anzi, tenuto conto del valore di p, saranno 

(Bus (x — hu) Em, du, du, — 2) (dmdu + dvdw) = 0. 

Tali coniche (q) coincidono soltanto se è m,,=0 oppure se 
p, 70 (nei quali casi il complesso è lineare, perché m oppure p 


è funzione lineare di u =q, v =n, w= r), oppure se esiste 
un parametro o tale che p, = 6m,,. Derivando se ne deduce 


am, = o,m,. Queste equazioni lineari nelle o; danno o, = 0, = 


=0,=0 (almeno nella nostra ipotesi che A+0, cioè che il 
discriminante (m,, di una delle nostre coniche, tutte coincidenti 
per ipotesi tra di loro, sia differente da zero). Sarà dunque 
o = cost, p— om funzione lineare di u, v, w; e quindi il 
complesso sarà lineare. Escluso dunque anche il caso di nessun 
interesse dei complessi lineari, ai complessi lineari tangenti corri- 
sponde dunque nel piano y un effettivo fascio di coniche, Tra queste 


noi ne potremo scegliere una in modo intrinseco invariante impo- 


nendo che sia apolare alla = 0, cioè che, posto Sdz'dp = 
= Xb,,du,du,, e indicato al solito con A,, il complemento alge- 
brico di a,, in A diviso per A, sia: 


0 — ZA,,(æa,, Ws B bp) = 2a + 8 Z5, B, , 


da cui si ricava un unico valore di a, Porremo m =ap + pr; 
le sue coordinate x (di complesso) risultano così determinate soltanto 
a meno di un fattore comune, che ora fisseremo in modo intrinseco 
invariante nel modo seguente. Posto STP, = — Sm,p, = — 0 
sarà YA,,c,,= 0. Posto poi 


1 
P=- A, Q= 7A... 


(4) 


= 


= + Azn = > DAN 


sarà : 


y + >: ? 
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(5) SpP =} ES As. PPrs CES em + DA, an =— 1, 


Sarà ancora non soltanto > 
(6) Srp =8Srp, =0 (i = 1, 2, 3), 
ma anche: 


| 1 1 
(7) SrP= 3 SDA TP, — Pa DA. Cn =0. 


Dunque le x sono proporzionali ai minori della matrice 


1 
VTA] (P, Pis Pas Pas P) 


_ © noi le sceglieremo proprio uguali a questi minori, ponendo così: 


1 
(8) z= yj (Pi Par Par Pas P) 


€ quindi : 
x = Sdpdr = — Srd'p = 
(9) 


1 
= yia; (P, Pr, Pas Pas P, d* p) = Ec,,du, du, . 


(10) | DA, =0. 


Se ne deduce anche : 


0 0 0 0 SpP 
i 0 di Go dis SPP 

Sr? = — TA 0 dar ay ag SpP | = 
0 LEN Usa Ugg Spy P 


SpP SpP SpP Sp,P SP? 
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A A 
= 30 (SpP} = <= mA, 
Dunque 
(11) Sa=e, ove s=gsgnA4. 


Il complesso m non è mai speciale. Di più si ha: 


j 1 
(Luis VIA] (D, Pis Pas Pas P, T) =ST =e. 


B) L'elemento lineare proiettivo. 


Si noti: 

1) Un cambiamento qualsiasi di variabili u non cambia la 
forma +, che quindi è intrinseca (propriamente); invece sia le x 
che la y sono impropriamente intrinseche, perchò i cambiamenti 
di variabili u a lacobiano negativo cambiano di segno le x e la 
forma %. 

2) Moltiplicando le x, y, z, t per uno stesso fattore o, le 
p restano moltiplicate per 0°, la p e la à, per of, le A, 


per >; quindi i nuovi valori P delle P differiscono da AP per 


una combinazione lineare delle p, p: |A] resta moltiplicato per 0°, 
e quindi y resta moltiplicato per 6°, mentre le x restano inalterate. 

3) Una collineazione a determinante 1 muta in sè stessa 
la ọ e la y. 

4) Una collineazione di determinante negativo è il pro- 
dotto di una collineazione 2), di una 3) e della e'=— x,. 
y =y, Y =2, ' =i; la quale cambia il segno di p, q, ”» 
lascia inalterate 1, m, n; essa pertanto cambia il segno della p, e quindi 
anche il segno s di 4 ed il segno delle A, e di 3 delle coordi- 
nate di retta e perciò lascia inalterata la y. Noi di solito prescin- 
deremo da queste trasformazioni, che mutano la legge di orienta- 
zione delle rette. E potremo perciò costantemente supporre p. es. 
s= 1. È 
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5) Una correlazione 7' è prodotto dello scambio delle terne p, 
q,r ed 2, m, n e di una collineazione 7"; ci limiteremo alle cor- 
relazioni 7'.tali che la 7" sia a determinante positivo. Per studiare 
l’effetto, basti osservare che lo scambio delle p, q, r ed 1, m, n 
lascia inalterato, cambia y di segno, È | 
In conclusione il rapporto @ : y? è intrinseco invariante, e noi 
lo chiameremo l'elemento lineare proiettivo del complesso, (Se non 
prescindessimo dalle (4) e dalle correlazioni speciali escluse in 
(5), dovremmo innalzarlo al quadrato). Si noti che il risultato 
precedentemente ottenuto sui complessi lineari si può anche enun- 
ciare dicendo : 7 complessi lineari sono caratterizzati dalla y=0. 


į 


C) Curvature proiettive e coordinate normali. 


L'indeterminazione (di un fattore) delle +, y si potrà togliere 
anche nel caso dei complessi, ricorrendo alle coordinate normali, 
come vedremo nel modo seguente. Consideriamo l'equazione che 
Si ottiene uguagliando a zero il discriminante di œ +- X, cho 
è, per le relazioni di apolarità 


(12) 0A + w2a,,0,, + C=0, 


ove C à il discriminante di y, e C,, è il complemento algebrico 
di c,, non diviso per C. Se si moltiplica y per un fattore t e % 
per z?, le radici © restano divise per c. Le quantità intrinseche 


E Xa,, Ors 
up” | 


(13) ra Fi a (I ò impr. 'intrinseca) 


restano moltiplicate per ha o per X Noi potremo imporre al- 


l'una o all'altra un. valore numerico prefissato, e chiamare normali 


le coordinate corrispondenti: resta escluso il caso anormale I = 
=J=0, quando cioè l'equazione in w ha una radice tripla nulla, (*) 


(*) Questi ed altri complessi anormali sono studiati da Paul Mentré, 
Comptes Rendus t, 145 (20 Nov. 1922) pag. 941, 
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In coordinate normali la forma +, determina una geometria metrica, 
(di cui essa à elemento lineare) di carattere intrinseco invariante, 
per mezzo della quale si possono estendere ai complessi le nozioni 
metriche di angolo, distanza, geodeliche, ecc., così come l'elemento 


lineare o può servire a estendere la nozione di pangeodetiche. 


Si noti ancora che non varia, al variare di t, la frazione 


2 
(14) Zu NINS LER 
Can 0, — P 


che si può dunque chiamare curvatura protettiva del complesso, 
perchè è una quantità intrinseca invariante (anche per le collinea- 
zioni e reciprocità sopra escluse). Se ©, sono le radici di (14), 
si ha: 
0=0, + 0, + 03 
(Lu s ola 
(ou + 0407 + og)? | 


Ad ogni radice w; della (14) corrisponde una conica w,p + y — 0 
scomposta in due rette, e un corrispondente complesso lineare tan- 
gente. Perciò: A ogni complesso T lineare tangente corrisponde 
un'infinità quadratica di direzioni (di spazio rigato) tali che T è 
osculatore alle rigate del complesso iniziale uscenti in tali direzioni. 
Vi sono in generale tre e tre soli complessi I° per cui questa infinità 
quadratica si spezza in due sistemi lineari. Io dico che questi complessi 
si possono chiamare bitangenti perchè toccano il complesso dato in 
due generatrici p e p--dp consecutive. 

Infatti dire che un complesso z' tocca il complesso dato in p 
ein p--dp equivale a dire che 


(15) 0 — Sz' p = Sv p, = Sz'dp = Sa' (p, + dp) 
(= 1, 2, 9). 


Le prime tre dicono che z' è un complesso tangente, cioè un 
complesso ap + fix. Le ultime diventano : 


X, (a ay, + Bc) du, zm 0 (i = i 2, 3) 


4 
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le quali determinano appunto quei valori w =ux:f, che annul- 
lano (12). Ad ogni radice ©, corrisponde generalmente un sistema 
di valori per dw,:du,:dugy. Quindi: Vi sono generalmente tre 
sistemi di oo? rigate del complesso, tali che per ogni retta p del 
complesso esce una rigata di ciascuno di questi sistemi. Per ogni 
generatrice p di una di queste rigate passa un complesso lineare che 
tocca il complesso dato nella generatrice p e nella consecutiva p + dp. 

I tre valori dei rapporti du,:dus:du, si possono anche defi- 
nire eliminando le x' da (15), come quei valori che annullano 
la matrice 


(16) (P, Pis Pas Pa) dp,, dps, dp y) =0, 


Le rigate precedenti sono quelle che soddisfano alle (16): ciò che 
ne rende evidente il carattere invariantivo. Si noti che da quanto 
precede segue che queste rigate sono determinate dall’ elemento lineare 
proiettivo, Di proprietà affatto analoghe godono altri sistemi di 
rigate, quelle corrispondenti ai quattro valori di du, : dus : dus, 
che annullano contemporaneamente 4 e y, cioè ai 4 punti comuni 
alle coniche p e y. Per vederne chiaro il significato geometrico 
osserviamo che ad ogni punto du, : du: dug della conica g = 0 
corrisponde una retta p-|-dp del complesso incidente alla p, 
e quindi deferminante con questa un fascio di rette, il quale, 
contenendo due rette p e p + dp consecutive del complesso, è un 
fascio tangente al complesso, il quale apparterrà a tutti à complessi 
tangenti (appunto perchè questi ne contengono le rette p e p+ dp) 
€ quindi anche alla congruenza lineare loro intersezione, che natu- 
ralmente si dice essere la congruenza lineare tangente. Essendo 
S(ap + fr)? = +f° nula solo per f=0, questa congruenza 
tangente ha le due direttrici coincidenti entrambe nella retta p. 
Le equazioni p=y= 0 equivalgono alle Spd? p = Szd? p =0, 
e significano perciò che le rigate soddisfacenti alle ọ = x = 0 
sono in ogni loro generatrice osculatrici ai corrispondenti complessi 
lineari tangenti, ciod alla congruenza lineare tangente. Quindi : 
Esistono generalmente in un complesso 4 sistemi di œ? rigate 
soddisfacenti alle p=y=0; per ogni relta del complesso esce una 
rigata di ciascun sistema; ognuna di queste rigate è in una sua 
generatrice p osculatrice alla corrispondente congruenza lineare tangente. 
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8 97. — Le equazioni differenziali fondamentali 
nella teoria dei complessi. 


A) Equazioni 7, JI, III. 


Osserviamo che i sei complessi p, Pı P, x sono linearmente 
indipendenti. Cho, se fosse 


ap + BPH 1Pa + dpg+ePtor=0, 


allora, indicandone con z' il primo membro, la Sz'z —0 dà 
o =0, le Sz'p, —0 danno Ba, + 149 + 04, — 0, donde, 
poichè 430, B=7=08=0. La Sa'p=0 dà e=0; e 
quindi dovrà anche essere a = 0 ; la precedente equazione avrebbe 
tutti i cofficienti nulli. Pertanto sei quantità qualunque si possono 
esprimere come combinazione lineare delle precedenti. In partico- 
lare varranno delle formole : 


Pu = &p + BP, + Pa + 0m HP HoT, 


ove le æ, f,..., 3 dipenderanno dagli indici rz, s. Ricordando 
le (5) del $ 94 e (6), (7), (11) $ 96, ed osservando che 
i 


— Spp, = à, Sp.p-—0, Sp, Tr = — 6, 


si deduce T= ðn, 0 = fais + Yia + d43, donde, poiché A+0, 
B 28-20, e, — 087° =— ses. Posto a = en = em, 8i 
avrà in conclusione : 


(I) Prs = Gps P — E Cu T + Cra Po 


Si noti che la forma 4 =2c,,du,du, ha pure significato intrinseco, 
ed è apolare alla €, come la y. Infatti da (I) si deduce 


(1) pi4,e,, e DA ni Drs bte PXA,a,, Ha ex SA, o, = 
=3P_-3P=0, 


ed ^ 
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Come si comporti la $ per effetto di una collineazione è cosa facile 
a studiare ; noi osserveremo soltanto : | 

1) Anche la Y è una forma invariante, se si calcola in 
coordinate normali : 

2) Se si assumono coordinate di retta non omogenee, p. es. 
si suppone 1=1, la forma % si riduce alla s^ (infatti por 
l=1, è 1, =0, L= 0; e la (D dà per p=} immediatamente 
il risultato enunciato). 

- 8) In generale dalle (I) si deduce che q è determinata dalla : 


pSP?— y =X8 P Ppr du, du, . 


Le (1) sono le equazioni fondamentali, esse determinano comple- 
tamente il complesso, (insieme a quelli ad esso proiettivi); cosicchè 
la teoria delle tre forme p, y, Y include quella di tutti gl. invarianti 
proiettivi di un complesso ; l'analogo delle equazioni di Codazzi (della 
geometria metrica delle superficie) sono date dalle condizioni d'inte- 
grabilità delle (I) e delle equazioni tratte dalla definizione delle 
forme q, y. Anzi le sole forme q, y determinano il complesso, 

Per dimostrarlo, osserviamo che, oltre alle : 


Sp,p, = —Spp,-a, Spp,-—0 — ST Pri = 0, = + SR Pr 

valgono le: 

SPr=0 donde SPr— —SzP,, Sa =e, San —0 
Srp = Srp,= Spr, =0 


1 Pes 


Spb sm ues XA,Spp,- — FA Ann = — 1 


1 
SPp, E 78. XA,Sp, Pra = 0 


9 quindi anche SpP,=0, 


SP,p = — S P pu = —a,SP'—e, (per le (D). 


q At 


\ 


AS 
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Anche le P,, m, si potranno scrivere come combinazioni lineari 
delle p, P, P, zx: P 


P,= ap + Ein + P 40,7 


j 
T, = uP TX òP + vn. 


Por la SP,p 0 si ha Y. =0; dal valore di S P,p, si deduce: 


Eau = — an SP°— ey 


ex = 0 
(I) ( ossia i= — ey SP? — Lex Ao) z 
a &y=0 per i+j/ 


P =P +28ip 40,7. 


E in modo simile si trova (per le Srm, = $zp, —0, Smp, = 
= Ci 0 Sn, P =—8TtP,) 


(III) T, = 80, p + E Ati 


'Derivando (I) rispetto ad u, scambiando s con t, e sottraendo 
se ne deduce: 


(2) E Pra — Pra = Ae (ts, rh) An Pr = 
= Un (np + Shin + 0,2) — In (s.v + Dein + 9,7) 
— Er T + 865,7 
— 80, (oim T Z Ayca p) + een (80,9 x E Aunn) 


+ (ers wo Cru) P + Crs Di X Cri Ps» 


Siano #+ e sia / differente da s, {, cosicchè s, 4, l sono una 


aart E- it LD 
314 NOR, KES 
PA —? 
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permutazione di 1, 2, 3, Essendo p, p,, z, P linearmente indipen- 
denti, la (2) dà, confrontando i termini in z: 


0,,0, — 04 0, = E Cri — E Cris + 


Poichè 4 0, se ne deducono i valori delle o dati per mezzo 
della e,,, c, e loro derivate, come si riconosce p. es. moltipli- 
cando per 4,,, sommando rispetto ad r. Confrontando i termini 
in p,, si trova che la quantità 


Grs Bi — a = — a, È Cto Aa + CS: (a + tt Lx 8) 
o o 


è pure individuata dalle &,,, c,. Per r = 1, 2, 3 si hanno tre 
equazioni; dalle quali, come per le o, si deduce che anche le 


—g- Less Ao; (tx: 0) 


sono determinate dalle forme y ed p (cioè dalle a,, e c,,). Altret- 
tanto si deduce (confrontanto i termini in p,) per la: 


Cra + G4 X eso Ag — Ar à bio Aot — a, S P? 
a c 


e quindi anche (essendo st) per le 


Ca — dy Sp? — a, X Cio Aot 
o 


(quando si/, e quindi, per simmetria, anche quando r #4 cioè 
quando non è r 8f). 

Se dunque rs, potremo dare alla t i valori 1, 2, 3. Som- 
mando rispetto a t, ricordando che per le relazioni di apolarità è 
X Aj lio = 0, ne dedurremo per rs il valore di e,,— a,, SP?, 
ng 


Resta dunque determinato (per mezzo delle a,,, c,, e loro derivato) 
anche il valore per ris di @,, Ze Ag, e quindi anche, se 
non sono nulle tutte le a, per rs, il valore di Ze, 44, e 
quindi anche quello di S P?. Conoscendo già il valore di 


4 
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Les Ax per tl, ne potremo dedurre i valori di tutte le ej. 
o 


Se fosse a, = 0 per ri s (caso che potremmo del resto escludere 
con un cambiamento di variabili) le quantità precedenti si riducono 
ad e, per r+s, che dunque saranno determinate mediante le 


ss 6, € loro derivate; per r — s esse si riducono ad e,— 


—Aap [SP — e, Au] (r3 1). Restano così determinate le Ps — SP*— 
rr 


tt lag 


— me; poichè la relazione di coniugio dà X 
tt g 


= 0, ciò basta 
oc 
a determinare sia le e, che SP?. In ogni caso restano determi- 
nate le e, le fi e SP?. In particolare dunque la terza forma Y è 
determinata dalle p, y. Confrontando in fine i termini in p si 
riconosce che le a,, 4, — a,,4,, e quindi anche le a, (perchè À 40) 
si possono determinare appena note le quantità precedenti, ciod 
appena siano date le forme +, y. 

Dunque, date le p, 4, 4, anzi date le sole forme y, y. sono 
determinate le (I), (1D, (ILI) insieme alla SP*; e quindi, a meno 
di una collineazione, è determinato il complesso. 


B) Applicabilità proiettiva dei complessi, 


Questo teorema ammette una notevolissima interpretazione 
geometrica. Se noi estendiamo ai complessi di rette la nozione di 
complessi proiettivamente applicabili, il nostro risultato si enuncia, 
come ora proveremo : I 

I complessi di rette sono proiettivamente indeformabili ; cioè 
due complessi proiellivamente applicabili sono protettivi tra di loro. 
(se ci riferiamo ad applicabilità proiettive del 2° ordine). 

Naturalmente diciamo che due complessi C, © sono proietti- 


vamente applicabili del 2° ordine se le loro generatrici p, p sono 
in corrispondenza biunivoca (definita p. es. da uguali valori dei 


parametri u), e se, essendo p, p due generatrici omologhe, esiste . 


una collineazione che porta p in p'= e il complesso € in un 
complesso C” tale che rigate omologhe uscenti da p' =p nei due 
complessi C e O' ivi si osculano (hanno tre generatrici consecutive 


n 
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comuni). lo dico che in tal caso i due complessi hanno comuni 
le forme +, x (e quindi anche la forma 4, e sono proiettivi per 
quanto abbiamo testé dedotto dalle condizioni di integrabilità). 

Indicando per un momento con indici apposti alle coordi- 
nate p di retta le derivate ordinarie delle p si trova come al $ 3 C 
che le nostre ipotesi equivalgono ad ammettere l’esistenza per 
ogni retta p del complesso di corrispondenti costanti 0, ti, i, 
va tali che per le rette p, p' valgono le: 


(3) p =op; qgpi-—o(p-'»n; 
Pin = 9 (pa + PiPr + Pa Di + Ya P) 


(le ti, Pi, Ya indicano varie costanti, e non derivate di una © o di 
una y). Si trova per la pg = — Spd?p, che la forma g' per C' 
vale (nella retta considerata) precisamente 0%. Poichè p à una 
retta generica, e C, O' sono proiettivi, esisterà una funzione o 
delle u, v, w tale che la forma e di © valga 0°. Potremo dun- 
que moltiplicare le coordinate delle rette di © per un tale fattore 
in guisa che sia p =p" =% e che sia o=1. Potremo allora 
nelle (23) intendere che le Pa siano derivate covarianti; e basterà ri- 
cordare il valore dato dalle (9) del $ 96 sotto forma di determinante per 


le forme Y, Y, Y per riconoscere che anche queste sono uguali 
tra loro. 

Oss. Se invece di collineazioni, si fosse usata una reciprocità 
per portare C in ©’, avremmo concluso che 9 = €, peso X. 

Viceversa siano O, © due complessi per cui p — =? x = "T 
saranno uguali i segni e, e dei discriminanti di %, ?; e potrem- 
mo supporre p. es. 6 — sal Scegliamo p tale che S(P + 
+ pp) = SP®, cioè il p dato dalla : 


p= + (SP: — SP). © 


(*) Dal precedente teorema segue anzi p — 0, perché SP2 è completa- 
mente determinato dalle q, x. 


L3 del 


IPR CA O A 
ET * o ve 
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Allora esisterà ($ 93 C) una proiettività a modulo + 1 che porta le 
sestuple p, Pi, Tm, Ppp in p, p, n, P. Sia C' il com- 
plesso trasformato di © mediante questa proiettività; esso avrà per 
forme '=%, y = +y secondo che la proiettività considerata 
è a modulo +1, cioó secondo che è una collineazione od una 
reciprocità. Se vale il segno superiore, le (I) relative ad © ed 0° 


dicono tosto che tutte le differenze Pjs — Pr sono uguali ad (e. + 


+ pa, — 6) p; cosicchè sono soddisfatte le (8) con 5o — 1, 
tı = p, — 0 e il teorema è dimostrato. Il secondo caso (che val- 
gano i segni inferiori) è invece impossibile: esso si presenterebbe 


se i determinanti (p, Pi) Pas Pa) P; ©) e (p, Pi, Pa) Pa, P, 7) 
avessero segno opposto, mentre entrambi hanno il segno di s. 


$ 98. — Le congruenze con A= 0. 


I metodi che qui usiamo sono in parte gli stessi, che useremo 


mel caso generale; e molte delle considerazioni che faremo nel 


caso generale, si potrebbero ripetere con qualche modificazione 
anche se A= 0, In ogni modo, per evitare soverchie distinzioni, 
è bene studiare a parte, per poi completamente trascurare, il caso 
A =0, In tal caso si possono scegliere i parametri u =ù; e 
v — uy in guisa che: 


p = Sdp = —Spd'p-adu*, ciod che 
(1) 44 =%=0 ossia Sp,p. = Sp; — 0, Spp,, = Spp,, = 0. 


Vi è una retta di coordinate p, incidente alla p; il fascio da 
esse determinato, cioè il fascio delle rette pp + op, si dirà il 
fascio tangente alla congruenza nella generatrice p. I complessi x 
tangenti sono quelli che soddisfano alle: Srp — Szp,—0 (i = 
= 1, 2); e perciò i complessi ap + Bp, +YP sono tutti e soli 
i complessi coniugati ai complessi tangenti, e che perciò diremo 
coniugati. Essi sono speciali se S(ap + p, + pa? = 0, ossia 
so B=0. Gli unici complessi coniugati speciali sono i complessi 
ap Pa, che hanno per asse una retta del fascio tangente ; il 
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quale perciò contiene tutte e sole le rette comuni ai complessi lan- 
genti. Questo fascio è anche l'insieme delle rette comuni ai complessi 
coniugati. Infatti è identicamente 


S (pp + op) (ap + Bp. + t», = 0, 


cosicchè le rette del fascio tangente appartengono a tutti i complessi 
coniugati; e questi complessi non hanno comune nessuna ulteriore 
retta p' ; altrimenti i complessi tangenti sarebbero complessi del 
tipo ap + Bp. + tp. Essi sarebbero tutti degeneri; altrettanto 
avverrebbe perciò dei coniugati; ciò che è assurdo perchè Sp; = 
= 01 +0 

Sia P il vertice del fascio tangente, x il suo piano Quando 
la retta p si muove nella congruenza, il punto P comincierà a 
muoversi in una direzione PP”, ove P' è un punto infinitamente 
vicino a P. Poichè P è il punto comune alle reite p, p,, la retta 
P'P si appoggierà alle rette p, p,, p--dp, p,--dp,, e in 
particolare apparterrà (almeno se du+0) ai complessi p, P., 
bo PREDE, ed à perciò una retta del fascio 
tangente, Dunque il piano x di questo fascio, contenendo le rette 
P P', è tangente al luogo del punto P, la cosidetta superficie fo- 
cale S (che può anche ridursi a una curva o ad un punto: casi 
questi, di cui non ci occuperemo neppure). Le rette p della con- 
gruenza inviluppano su S le linee w = cost.; poiché il piano x 
delle rette p e p,, cioè di due tangenti consecutive ad una 
u = cost., è il piano tangente ad S, le u= cost. saranno asinto- 
tiche per S. Le congruenze con A =0 sono generalmente formate 
dalle tangenti a un sistema di asintotiche di una superficie S. 


8 99. — Gli elementi geometrici fondamentali 
di una congruenza. 


A) Fasci centrali e focali, 


Supporremo d'ora in poi 440. Ad ognuna delle due radici 
fi: Pi della p= 0 (i = 1, 2) considerata come equazione in du: dv 
corrisponde un raggio p | dp incidente al raggio p. Si noti che 
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l’indice è non è indice di derivazione covariante, ma solo serve 
a distinguere le due radici. Le B sono determinate soltanto a meno 
di fattori. Poichè valgono in ogni caso le: 


4 s Bi Ba A Ay Bi Pe 
Ap zen ue cL. i How 
Em Hi fi + gt 
noi potremo (e in infiniti modi) scegliere tali fattori in guisa che: 


(1) 3 Au = BB, Ay = BE RR, + An = MR 


donde si trae: 


1 
ti ed + (Ann Ayo — Ai) = — 7 (B — LED? 


cosicchè potremo ottenere (scambiando caso mai lé f, con le fia) 
che sia anche in segno: 


(2) an-me,- + 


Sarà poi: 
An Lm Age 
® a ne tl 
| HE BR ER 


I due raggi p + dp incidenti a p incontrano p nei punti 7, 
comuni a p ed a p,Ri + pafi, e determinano i piani x, comuni 
a queste due rette (i = 1, 2). I punti P, diconsi fuochi, i piani 
m, piani focali, i fasci (Pi, x) fasci tangenti o con Wálsch fasci 
centrali, i fasci (Pi, Ta) e (Pa, ©) fasci focali. Le rigate della 
congruenza soddisfacenti alla p =0 sono le sviluppabili della con- 
gruenza ; da ogni relta di questa escono pertanto due sviluppabili, 
I complessi coniugati (cioò in involuzione con tutti i complessi 
tangenti) sono i complessi pp + Y pit Y? pa; essi sono speciali 
soltanto se 


S (pp + Pi + par) = 0, 


Tw 
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ossia se l:7? coincide con una delle (]: fi; in tal caso hanno 
pertanto per asse una reita dei fasci centrali. Le rette centrali sono 
perciò tutte e sole le rette comuni a tulti à complessi tangenti. E vice- 
versa un complesso lineare che contenga le rette centrali è un complesso 
tangente. Le rette comuni a tutti i complessi coniugati sono tutte e 
sole le rette focali. (uniche rette incidenti a tutti i raggi centrali). 


B) Tangenti focali. 


Se il raggio p si sposta infinitamente poco, il fuoco P; andrà 
in una nuova posizione Pi, il piano x, in z;. Le rette P, P{ e 
1%, xi danno la direzione in cui si sposta P, e l’asse intorno a 
cui comincia a rotare x,. Poichè P, è il punto comune ai raggi 


p pifi + Pa Bt, 


la retta P, Pj apparterrà ai complessi 


P, np + Pabi, dp d (pa Bi + Pai) 


ciod ai complessi (almeno se f¡:du+ ff: dv; cfr. la seg. nota a 
piò di pagina) 


D Pro Pas gidp, + fid m, . 


Perciò la retta P, P; e similmente la retta m; xi sono rette focali 
appartenenti al complesso Bidp, + fidpa o anche al complesso 
2 padu,.fi. (*) 

DT 


(*) Si noti che Zp,, du, fi non pub essere una combinazione lineare 
rs 
op -+ pp, + ops delle p, p,, Pe. Altrimenti sarebbe 
— Zan du, Bi = Sp (Eprs du, Bi) = Sp («p + ppi + ep) 


e perciò du, : dus = fi : 8i, caso che abbiamo escluso. In questo caso si po- 
trebbe dire che P; sta fermo, che Pi = Pi, cosicchè non ha senso parlare 
della retta Pi Pt. 


Funini o Óncu, Lexiont di Geometria profettivo-di/feronziale. 37 


566 CAPITOLO UNDICESIMO [8 99, 5] 


Se ne deduce anzitutto che le rette .P, Pj tangenti al luogo 
del punto P, (#°*”* falda focale) sono rette focali, che cioè i fasci focali 
sono tangenti alle falde focali. Cioè coincidono il luogo del punto P, 
e V inviluppo del piano Ta, come pure il luogo del punto Py e V in- 
viluppo del piano z,. Di più, se un raggio della congruenza si 
sposta nella direzione du : dv, la retta +, in cui comincia il fuoco P; 
a spostarsi, e la retta p, intorno a cui comincia a rotare il piano ©, 
sono le rette focali appartenenti al complesso 2 p,,du,fi. Se 

r,8 


questo complesso interseca uno dei fasci focali nelle rette p (comune 
ai due fasci), interseca necessariamente anche l’altro fascio nella 
retta p. Ciò che avviene se: 


Sp (Pido, + Bdp) — 0, 
ossia 
Za, Pidu, =0, ossia du: dv = fl: Pi. 


In tal caso l’altro fuoco P; (jd) comincia a muoversi su una 
retta r;, e l'altro piano focale x, a rotare attorno ad una retta p; 
appartenenti al complesso fjdp, + Pidpa, cioè appartenenti al 
complesso 


T 1 
(4) P = Xp. T EN DA ri Pre — D Asp, 


che non varia scambiando gli indici i, j e a tutti i complessi 
P+ apt pit "Psa, che si diranno i complessi principali. 

Dunque: ad ogni valore di du:dv corrispondono proiettiva- 
mente quattro rette : due r, e p del fascio focale tangente alla prima 
falda focale, le altre due ry e p; del secondo fascio focale. Se P, si 
muove nella direzione r,, il piano m; tangente alla i* falda 
focale ruota attorno p, (i+). Perciò sulla i*'"^ falda focale le 
rette r; e p, sono coniugate, 

Se una delle coppie 7,, p, 0 (rg, Pa) coincide con la retta P, 
l'altra coppia è data dalle direzioni coniugate a p sulle due falde : 
queste direzioni sono l'intersezione dei fasci focali con uno dei com- 
plessi principali, e diconsi le direzioni principali, 
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Le direzioni asintotiche della i*""^ falda focale sono caratte- 
rizzate da ció che r; coincide con p;, direzione coniugata di r,. 
Le direzioni asintotiche delle due falde focali sono dunque carat- 
terizzate da ciò che i 5 complessi p, Pi, Pa, Xp, fr du,, (i= 1, 2) 
hanno una retta comune (la tangente asintotica considerata): in 
altre parole che il complesso 


"ZIA Pr) Pa, EPuBidu,, Ep, fs du), 

VIA] 

coniugato a ciascuno dei 5 complessi precedenti, è un complesso 
speciale, Questa proposizione è in difetto se questa matrice è iden- 
ticamente nulla, e non dà perciò le coordinate di alcun complesso. 
In questo caso i complessi Xp,,f¡du, (i = 1, 2) sarebbero una 
combinazione lineare dell'altro, e dei complessi p, Pı, Pa. Essi 
perció determinerebbero gli stessi due raggi focali; e coincidereb- 
bero pertanto non solo r, con p;, ma anche r; con p,; ciod sulle 
due falde focali si corrisponderebbe uno dei sistemi di asintotiche e 
quindi anche l'altro, In tutti i casi vediamo dunque che l'equa- 
zione che dà le direzioni asintotiche delle due falde focali si 
ottiene esprimendo che il quadrato simbolico ($ 93 B) della matrice 
(5) è nullo. (Se la matrice fosse indenticamente nulla, allora, 
come abbiamo testé provato, questo quadrato simbolico diverrebbe 
un quadrato effettivo e la congruenza sarebbe W). Questo quadrato 
ottenuto con le regole del $ 93 B, è un determinante (diviso per 
A) che si riconosce immediatamente uguale al determinante seguente 
moltiplicato per e = sgn A. 


(5) 


0 X a, Bi du, Xa,, Bi du, 
— | Xa, Qr du, 8r Pr B'du) S (X Pr Brdu,) (Lp, Br du,) 
(6) X Uns Bi du, SY Dx er du, X Pr Bi du, S (2 D. Bi du,)? 


Press Xa, Br du, |? 
Ep. fidu, Xp, Bi du, 
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2 
S (X p,, du, du,)*? 
i A 


fi 


(6) | LE 
ove sia stato posto 


(1) m ad Sad e Agg du Ò Ua = ag du, + Go dus 


(odvicnlis p = Òu, du, — dug È w). 


$ 100. — La seconda forma fondamentale di una congruenza. 


A) La forma 4, 


Siamo dalla (6) del $ 99 indotti a introdurre nella teoria un 
nuovo sistema covariante 


(1) hijrs a S Pr Dij » 


Derivando covariantemente la Sp,p; = 0, si ha: 


(Lu, hijrs ozi Sp, Pys» 
; Poichè P Pag — > (js, io) Acp pp , è: 
hp, LI: huj uis os SE (je, 10) Asp Pop = — (js, ir) . 


- 


Da queste equazioni si trae che le y, sono simmetriche nei loro 
indici, eccetto Aisa = hona = han = Panor OÙ Puo = gano POT 
cui vale la: 


(2) hia — bras — (12, 12)= — AK, 


se K è la curvatura della forma +. Allo studio di questo sistema 
covariante si può sostituire asa di un sistema simmetrico Ke; 
ponendo : 
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(3) = — $ (Ep,, du, du,)? = X kyr, du, du, du, du, . 
Si noti che dalle formole che danno i d*p, d?p si trae: 
(4) Sdpd*p ng Za,, du, du, T $; S (d* p)? =la,, du, e? u, — 


che danno nuove definizioni della ®. 
Si ha: 
hju = kyu (1=3 opp. ij; è, j= 1, 2) 


(5) 
3 kii Ms S pii Pas Em 2S pis = hiia + 2h112 


che insieme alla (2) dá 


1 2 
(Shoe rara = Frias + IB. AK hug = Eg — 7 4K . 
Le (5) esprimono le hij, mediante un sistema simmetrico k,,,,. 
Dalla (6) del $ 99 si trae: L'equazione complessiva delle asin- 
totiche sulle due falde focali è [cfr. le (1)]: 


(6) Dhyn du du, du, du, = 0. 


Come controllo, si può osservare che essa non muta scambiando 
i simboli d, è, e ciò perchò ognuna delle coppie di asintotiche 
divide armonicamente il sistema delle sviluppabili, che danno su 
ogni falda focale un sistema coniugato. Za (6) dà il significato 
geometrico del nuovo sistema covariante hi;,,. 


B) Complessi bitangenti, 


Noi ci chiediamo ora: Esistono dei complessi lineari x bitan- 
genti, cioò tangenti al complesso C in una retta p e in una retta 


p + dp + + dp + + dp, infinitamente vicina? E intuitivo, 


e il seguente calcolo lo dimostra, che, fissata la p, la retta infini- 
tamente vicina non si può scegliere ad arbitrio. Infatti, oltre alle : 


(8) 
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(a) Spr =S pit -Sp,z-—0 

devono valere anche le: 


S (p, + dpi) T = S (py + dpa) T = 0 


^ 


Sn (o + d+ + dp + + dp) z= 0 
che, per le precedenti, si riducono alla : 


| Sz (pi du, + Padu) —0 (i=1, 2) 
S T Xp, du, du, du, = 0 . 


Affinchò le (a), (8) siano compatibili dev’ essere 


(7) 0 = (p, Pis Pa, Pi du, + Pis dus » Pai du, + Poradte, 


X Prst du, du, du,) 


equazione-di 5° grado in du: dv. 


Per una retta p della congruenza escono 5 rigate soddisfacenti 
alla (7), queste rigate formano 5 sistemi di œt rigate ciascuna. Per 
ogni coppia di generatrici consecutive di una di queste rigate passa 
un complesso lineare che tocca in entrambe la congruenza. Si deter- 
minano cosi i complessi lineari bitangenti alla congruenza, (*) Vo- 
dremo più avanti come anche l'equazione (7) si possa scrivere facil- 


mente per mezzo delle h. 


Possiamo trovare un’altra proprietà delle’ precedenti 5 dire- 
zioni (di spazio rigato) uscenti da una retta p della congruenza. 
La congruenza lineare iperosculatrice a tutte le rigate della con- 
gruenza uscenti dalla retta p in una direzione du : dv è I interse- 
zione dei complessi lineari x soddisfacenti alle Sxp = Sadp= 


= Srdp= 8rd’ p= 0, ciod: 


(*) La parola bitangenti ha un significato precisato dalle (x) o (8). 
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0— 8zp = Szdp = Sz (mdu + Pav + Ep, du,du) = 
= Sr (p Yu + p dv + 3X pudu, Ò u, + p, du,du, du) . 


Tenuto fermo dv: du, facciamo variare la rigata in guisa che ó*u, 
dv, du, ðv variino nel modo più generale. La congruenza 
iperosculatrice descriverá generalmente tutto lo spazio rigato; noi 
ci chiediamo quando essa descriverá un complesso lineare m, ossia 
quando esiste un complesso x che soddisfa alle precedenti equazioni 
contemporaneamente per tutti i valori di du, dv, du, Se. Le 
precedenti equazioni equivalgono alle (a), (8), cosicchd possiamo 
dire : 

I precedenti complessi bitangenti in una retta p alla nostra 
congruenza, cioè tangenti in p e in p + dp sono i complessi lineari 
luogo delle congruenze lineari iperosculatrici a tutte le rigate della 
congruenza passanti per le rette p e p + dp. 


C) Complessi satelliti. 


Ricordando che i complessi lineari tangenti sono tutti quelli 
che contengono i fasci tangenti o centrali, riesce spontaneo di 
cercare quello O, tra essi che contiene anche tutti i fasci centrali 
infinitamente vicini al fascio (P,, x) luogo delle rette ap + Bj p, + 
+ pi pa. Tale complesso sarà in involuzione con p, Pi; Pa, e 
sarà in involuzione con tutti i complessi 


d (BP, + Pi vo) 


ciod sarà il complesso che è in involuzione con 


(8) Py Pis Pay Pipu + Pipes PiPre + Pi Pao 


e quindi anche con tutti i complessi principali P, loro combina- 
zioni lineari. 

I complessi tangenti C, che contengono tutti i fasci centrali 
infinitamente vicini al fascio (Pi, x,) sono i complessi satelliti (Be- 
gleitcomplexe del Wiilsch); essi appartengono al fascio di complessi 
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coniugato a tutti à complessi principali, fascio che chiameremo satel- 
lite. I complessi satelliti sono indeterminati o coincidenti soltanto se 


1 
(9) T (P P1 Po Pan Pio Pas) = 0 

ossia quando è nulla l’espressione intrinseca (quadrato della pre- 
cedente con le regole del $ 93 B). 


0 da da (129 0 Au An 4g 
(10) W=+ 1|9n Pun hus ue] _ |an Hi Hi Hi 
A° Gja hig Migi 90e ag Hi Hi Hi 
Gia hoi Po Posso % Hù a Hà 
ove Hi = XA, As y hpoy 


hag = Za,,as HE 


Per riconoscere che questo secondo valore di W è identico al 
precedente si osservi che, moltiplicando il terzo membro di (10) per 


1 0 0 0 

48 0 a 20,0, air 
O diaig jag di Go Gap 
0 año 2 419 039 al, 


si ottiene il determinante del secondo membro. 

Questa uguaglianza W = 0 è la stessa ottenuta, esprimendo che 
le asintotiche si corrispondono sulle due falde focali. Dato il suo 
carattere intrinseco basterà per verificarlo assumere le sviluppabili 
a rigate coordinate w, v. In tal caso si ha 


41] = 43, = 0 W A? = aj (1111 Baga — Misas) 


mentre l’equazione delle asintotiche è (cfr. l’ultima delle (6) del 
precedente 8) 
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hy; du! — 2,5554 du? dv? + lagoon dv! = 0 , 


che ha una radice du? : du? doppia proprio se W — 0. 

La W=0 caratterizza le congruenze W : quelle cioè sulle 
cui falde focali si corrispondono le asintotiche, ossia „per cui à com- 
plessi satelliti coincidono, ossia per cui vale la (9) e quindi le p 
soddisfano a una stessa equazione differenziale lineare omogenea del 
secondo ordine. 


D) Complesso osculatore di una congruenza W. 


Quest’ ultima proprietà ha una notevole interpretazione geo- 
metrica. Per vederla studiamo nel caso generale quale è il regolo 
osculatore a una rigata della congruenza. Esso è l’intersezione dei 
complessi lineari coniugati a 


p, dp =p,du + padv, d'p=p,d*u + pav + Xp, du, du, . 


Consideriamo tutte le rigate della congruenza uscenti dalla retta 
p in una determinata direzione du:dv (di spazio rigato), cioò tenute 
fisse du, dv, facciamo variare du, d?v, Il regolo varierà, descri- 
vendo la congruenza intersezione dei complessi coniugati a 


D, Di 3 Pa ) X Pra du, du, 3 


che è la congruenza lineare osculatrice a tutte le rigate della con- 
gruenza tangenti tra loro nella retta p secondo la direzione du : dv 
(di spazio rigato). Notiamo incidentalmente che le sue direttrici 
sono due rette focali, determinate da du : dv, mentre, data una di 
queste rette, il valore du : dv dipende da un’ equazione di secondo 
grado. Dunque: 

Le congruenze osculatrici hanno per direttrici due rette focali, 
e stabiliscono così tra i fasci focali una corrispondenza 2 — 2. 

Al variare della direzione du: dv la congruenza osculatrice ge- 
nera un complesso quadratico ; se però W = 0, ed esiste pertanto 
un unico complesso satellite m definito dalle Sz p = Sap = 
= Sap, = 0, questo complesso quadratico si riduce al complesso 
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satellite (contato due volte) il quale perciò si può chiamare il com- 
plesso osculatore, perchè oscula tutte le rigate della congruenza 
uscenti da p. 


E) Fascio satellite e nuovi invarianti. 


Posto 


ì 1 À 
(11) Mo ES — — E huso Pi Bi Apo (i =1, 2) 
2 


(questo ? non si deve intendere essere un indice di calcolo assoluto, 
e tanto meno indica derivazione covariante) ciascuno dei due 
complessi 


(12) Ta = MP + O pali (41, 2) 


è in involuzione coi complessi principali, e appartiene perciò al 
fascio satellite. Poichè è una combinazione lineare dei complessi (8), 
esso è in involuzione anche col corrispondente complesso satellite. 
Si noti che, se W+0, il fascio satellite non può essere tutto for- 
mato di complessi speciali. Infatti, assunte a rigate w, v le svilup- 
pabili, è 4,4— 4544 — 0; i complessi satelliti sono i complessi 
(P, P, Pa Pia Pu) con i= 1, 2. Se tutti i complessi del” loro 
fascio fossero speciali, sarebbe 


(D Pa Pa Pia Pu)? =0 (i=1,2); (P P1 Pa Pig 11) (P Pi Pa Pia Poa) = 0 


che, sviluppate, danno A; = 7559 = hisga — 0 e quindi W = 0. 

Dunque: Se W+0, il fascio satellite contiene à due com- 
plessi satelliti, à complessi (12) coniugati ai satelliti, e contiene due 
soli complessi speciali : quelli che hanno per asse le direzioni prin- 
cipali, le quali restano caratterizzate da questa proprietà e si pos- 
sono facilmente calcolare. Esse hanno per coordinate 


(13) pr, tom =p [M7 + Epu BiB] +0 Dar + ps fr fi] 


ove p, o sono scelti in guisa che 


1 
| 
| 
| 


c 
e 


QUAM 


[$ 100, E] COMPLESSI E CONGRUENZE DI RETTE 575 

(14 0-2 S(pz,-- 01,9 =p Sri + 20p87,0, + o? 8m. 

Si noti che, innalzando al quadrato con le regole solite si trova: 
(PP Pa Ts To P = A (S ROIT — [S T m,])). 


Poiché per le (3) del $ 99 A 


(pp, Pat, Ta P) = i 
12:00 0 0 0 a 
DECORE 0 0 0 
0: 08 Le X0 0 0 
= + (PP Pa Papapa) | x, 0 0 Biar 208 gg | = 
dg 00 ff 28 m 
1 1 
O He 7 Au Ay 9° Em 


1 1 
= (PP, Pa Pu Pis Pas) 7 ps p 


e poichè W 6 il quadrato del primo membro di (9), si ha 


V (PPI PaT Ta P = — AW 


(15) 
Sa Sm — (ST to)? ——W. 

Ora nel fascio satellite i due complessi satelliti, i loro coniugati, 
i complessi speciali aventi per asse una retta principale formano 
dei birapporti, che sono invarianti proiettivi della congruenza. 
Tutti essi sono noti, appena sia dato il rapporto R delle radici 
della (14). Al calcolo di R sostituiremo quello di 

a ES 1 y _ 08584 + (Sant _ 
16) Bat Sr) Pa 
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vi ke. LAE. AW Y 


(S7, Ta)? 2K + Dh sy A, As í 


Oss. Per provare quest' ultima formola si noti che, posto y 
€11 = 692 =0, 


Mig ap a&—RA-|/ — 


si ha: 


1 
gp = q dit Eni 


cosicchè 


Los 
S87, Tg = E Pru BIBI Lp; Bi pi m ud Zhu; (4x + 6,1) (Ay + €,) um 


1 H il 
feti erre VE Drs A. Ay =D nae X h,sy Eni Esj — Ur Eh, 4,; £4 = (*) 


1 L 1 
=— had +3 (as — haa) sa) — += 


des 1 : 
cin Eh 44454 + em oa — ħar — P1 + 9911) o 


1 K 
b Zh44,44,; ES: 20s . 


In (16) abbiamo un nuovo invariante proieltivo della congruenza ; 
altri invarianti sono il birapporto delle 4 asintotiche ; altri inva- 
rianti si trovano studiando il sistema delle forme fondamentali + 
e D. Ma sorgono le domande : 

14) Si trovano così tutti gli invarianti proiettivi d'una 
congruenza ? 


(*) Quest’ ultimo termine è nullo, come si riconosce scambiando x con è 
ed s con j, ed osservando che A,j = Aj, Sri = — Eti. 


"IL » 
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2* Gli invarianti delle forme g, ® sono anche tutti inva- 
rianti della congruenza ? 

Alla seconda domanda si risponde subito. Le collineazioni e 
le reciprocità, o lasciano inalterate le forme %, P, o le moltipli- 
cano per uno stesso fattore; in realtà perciò unico invariante 
proiettivo è il loro rapporto. Anche qui possiamo però introdurre 
coordinate normali, evitando così di ricorrere a tale rapporto, 
imponendo a qualche invariante (p. es. a W, se la congruenza 
non è W) di avere qualche valore numerico prefissato a priori, 
Così la forma ọ resta determinata; e ne concludiamo che dalla 
congruenza resta determinata una geometria metrica (invariante 
per collineazioni) che può servire a definire la distanza di due rette 
della congruenza, le rigate geodetiche ecc. 


$ 101. — Le equazioni differenziali fondamentali. 


Per rispondere affermativamente alla prima delle domande 
posteci in fine del $ 100 basterà dimostrare che, note le forme %, 
®, si può determinare la congruenza. Troveremo infatti (come per 
i complessi) un sistema di equazioni ai differenziali totali (le con- 
dizioni d'integrabilità delle quali sono nel caso attuale l'analogo 
delle equazioni di Codazzi nella geometria metrica delle superficie). 
Ci occuperemo per semplicità soltanto delle congruenze non W 
(per queste si dovrebbe cominciare a scrivere l’ equazione del 2° or- 
dine, cui soddisfano le p ). Allora le p, Ps, p, sono linear- 
mente indipendenti e potremo perció trovare delle quantità a, 
"€, 0 tali che: 


(1) Pru = Oru P + a Ara Ag Py aj- X Orstij Aim Aj, Pmn * 


Moltiplicando per p, e sommando, si trova : 


Sp, Pra = S È Trati Ay Dj Pu = ran 


ciod 
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ag; = hug . 


Moliplicando per p e sommando si trova 


n (2) 0 mm X 9,74 Ain Ajn Gan » 

AN iji mn : 

wi Moltiplicando per Pø (f, g — 1, 2) e sommando si trova: 

: 3 (3) — S pr Pru = + dog + D ou hat, Aim Ajn = 

+ ij, mn 
da 

E. = 0,405 + Xo, Hj. 

3 4 
Ex I primi membri sono noti, appena siano date le +, ® (* Otte- 
" niamo così nelle (2) e (3) tenute fisse r, s, /, precisamente 4 
B. - equazioni lineari nelle Omar, 9,15, 944, sj; il determinante 


E. delle incognite è il terzo membro di (10) $ 100, cioè òè W+ 0. Le 
E 


3 (1), (2) e (3) determinano perció completamente le equazioni fon- ; 
pr: damentali (1). 


5102. — L'elemento lineare proiettivo d'una congruenza. 

Be + 

B. Posto, indicando con p (u, v) un fattore di proporzionalità, 2 
ra 
ne p-pp, siha p=pp cio a, = pa, : 
A. e 
b rs) _ (rs B. Le © Po 2 
B. (: | 3 v | St pod fragte Mox PS Pi 
E (s, 1, 6. =0 peritr) 


(*) Infatti, essendo pra — Pris combinazione lineare delle p, , un’ es- 
pressione SPry Pre è simmetrica in », s, t, così como è simmetrica in f, g. 
Vi sono perciò 8 di queste espressioni distinte tra loro, le quali si determi- 


nano subito dalle equazioni ottenute derivando covariantemente le Arny = 
——BSpnpi. 


id 
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= - A 
Ds = PPr + a X Ais ps Di + pa, Y e + 


+ p (v. —2 Pete.) 
p 
ove le p,, indicano derivate covarianti di p rispetto a p. Perciò : 


S (Ep, du, du)? = p° S (X p,, du, du,)? — 


à x 

— up Abe gy (ee x5 #8) du, du, . 

e pi ^ p Y Us 
ioè 


E kny du, du du du; = p? E pay du, du, du day + Bag + By et, 


ove B,(1 = 0, 2) sono forme di grado 7, dipendenti dalla p. Dun- 
que, se scomponiamo (§ 4 E) 


X LN du, du, du, du; 
in una somma 
Da + 90, + pD, 


ove 4, (r= 0, 2, 4) sono forme di grado 4 e P,, P, sono apolari 
alla c (*) allora sarà: 


o, — pd, p=pp. 
Il rapporto ®,:p è un invariante intrinseco, affatto analogo a 


quello che nella teoria delle superficie abbiamo chiamato l elemento 
lineare proiettivo. 


(*) Si noti che, se a rigate t, v scegliamo le sviluppabili, cosicchè a, = 
=a = 0, allora b, — kj dul + Logos dot, 


ere 
Dy em 2 [ka du! + kon delia, Do 5 brin à ais. 
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Se le wu, v sono le sviluppabili ed esso vale (fdu* -+ y dv): dudo, 
noi possiamo, cambiando il fattore p, ridurre le forme P, e Py 
alle : 


P, =/B1(Bdut + ydo) pa — Ye dudo 


e chiamare queste forme normali e le corrispondenti coordi- 
nate normali. Questo metodo vale anche per le congruenze W, 
perché basta ricordare l'equazione delle asintotiche delle falde 
focali quando aj; = &g = 0 per riconoscere che nelle nostre 
ipotesi fr +0 in tutti i casi, anche se la congruenza è W. 

Si noti che le deformazioni proiettive non mutano il prece- 
dente rapporto; infatti, assunte a linee u, v le' sviluppabili, e 
supposto che le due congruenze abbiamo comune la forma p, le po = 
=Puu Hap, ecc., caratteristiche (cfr. il seg. $) per due congruenze appli- 
cabili, dicono che 5,;;; — kan» Da tali equazioni segue però anche k,399= 
= ki; ciod per l'applicabilità proiettiva è inoltre necessario, 
che, scelte le coordinate di retta in guisa che le due congrenze 
abbiano comune la forma 4, non solo i precedenti rapporti abbiano 
valori uguali per le due congruenze, ma che esse abbiano comune 
anche V invariante Py. 

Non ci occupiamo di approfondire questo teorema, perchè 
noi studieremo la precedente questione per tutt’ altra via, € 
perchè, per approfondire il precedente risultato, sarebbe necessario 
studiare le condizioni d'integrabilità delle (I) del $ 101. 


Alcune altre osservazioni. 


Nelle applicazioni alla teoria delle superficie l'uso delle coor- 
dinate di retta ha un ufficio di solito affatto secondario. Abitualmente 
si ricorre a coordinate di punto e di piano (*). Nella teoria delle con- 
gruenze ció si compie nel modo piü semplice usando le coordinate 


(*) Però recentemente il Thomsen ha trattato la teoria delle superficie 
anche in coordinate di retta. 


LA 
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dei fuochi e dei piani focali. Si può anche ricorrere alle coordi- 
nate di un solo fuoco, dando in più sulla corrispondente falda 
focale il sistema coniugato, immagine delle sviluppabili; è questo il 
metodo che noi abbiamo già usato al Cap, V°. Si potrebbero anche usare 
contemporaneamente le coordinate di un fascio centrale, ciod le coor- 
dinate æ di un fuoco, e le coordinate £ del piano tangente al- 
l’altra falda focale, e studiare poi le'espressioni S4xdé e analoghe. 
Si potrebbe anche definire una congruenza partendo dai due fuochi. 
Se p. es. indichiamo con w ed «' i due fuochi e con «u, v le svilup- 
pabili, si potrebbe p. es. definire con Wilezynski una congruenza 
con equazioni differenziali di cui le prime sarebbero del tipo : 


a, =0ax+bx a =cx+.ex. 


$ 103. — Applicabilità di complessi e congruenze. 


A) Applicabilitá del primo ordine di due complessi. 


Vogliamo ora trattare di alcuni più recenti studii del Cartan, 
il quale estese le precedenti definizioni del Fubini anche alla de- 
formazione proiettiva (del primo ordine) dei complessi, ed enunciò 
senza dimostrazione qualche teorema per la deformazione proiet- 
tiva (del secondo ordine) delle congruenze di rette. 

Due complessi C, €" luogo rispettivamente della retta p e 
della retta p', funzioni degli stessi parametri w; (à = 1, 2, 3) (ciò 
che stabilisce una corrispondenza tra le rette dei due complessi) 
sono proiettivamente applicabili del primo ordine, se per ogni 
sistema di valori delle w, esiste una collineazione 7 che porta il 
complesso delle rette p' in un altro complesso C, luogo delle 
rette p, in guisa che per à valori considerati delle u, valgono 
uguaglianze del tipo: 


(a) p-—pp Pi—9p 5p 
Ove p, o, t; sono convenienti costanti (che varieranno col variare 


Fommi o non, Lexiont di Geometria proiettivo-differenziale 38 


t 
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del sistema di valori dati alle wj). Se, come possiamo supporre 
senza nulla togliere alla generalità, la 7 è unimodulare, è iden- 
ticamente 


Sdp? = Sdp? . 
Ma dalle (x) segue che, per i valori considerati delle u,, è: 
Sdp!-—oSdp. 


Quindi, poiché alle w; possiamo dare un qualunque sistema gene- 
rico di valori, sarà identicamente 


Sdp? = Sdp? 


ove o è una funzione delle u,. 

Ciod: la condiz, necessaria per V applicab, proiettiva del primo 
ordine di due complessi è che alle rigate sviluppabili dell uno corri- 
spondano rigate sviluppabili dell'altro. Dimostreremo che questa 
condizione: è anche sufficiente, Infatti in tal caso le forme Sdp? e 
Sdp'? dei due complessi sono proporzionali, e con una opportuna 
collineazione (*) Applicata ad una di essi, qe renderle uguali : 


Sarà allora, posto p= Po, po p, n= 1, 2, 8): 
Spin, = S pi ps (è, k = 0, 1, 2, 3). 


Esisterà perciò una trasform. lineare intera omogenea delle p, 
che muta in sè la forma Sp?, e porta i valori delle p, (corrispon- 
denti a un determinato sistema di valori delle w) nei corrispon- 
denti p;. E questa trasform. definisce appunto una trasform. proiet- 
tiva dello spazio ambiente. Il problema della applicabilità proiet- 
tiva del prim'ordine di due complessi coincide dunque col pro- 
blema della rappresentabilità conforme di due forme di secondo 
grado in tre differenziali du, (forme differenziali quadratiche ter- 
narie): problema già studiato e risoluto dal Cartan e dal Finzi. 


(*) Questa collineazione sulle z, avrà un modulo, il cui segno è quello 
di Sap”: Sdp?. Qui con æ indichiamo coordinate di punto. 


D" ET 


AS 
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B) Applicabilità proiettiva di due congruenze, (7) 


Per l’applicabilità proiett. del 1° ordine di due congruenze 
K, K' si trova come sopra la condizione che le forme Sdp*, Sd p? 
ad esse relative siano proporzionali fra loro, condizione che equi- 
vale all’altra che, trasformando una di esse con una opportuna 
proiettività, le due forme Sdp? e Sdp" siano identiche, Quali 
ulteriori condizioni sono necessarie per l'applicabilità proiettiva 
del” secondo ordine? Come sappiamo, bisognerà che per ogni 
sistema di valori delle wu; esista una collineazione tale, che se essa 
porta K' nella congruenza K luogo della retta p, allora, per il 
sistema di valori da noi considerato delle u,, valgano le: 


P uu = Puu +2 fp, + ap Puo = Puo + Bp. + t P, + bp 
(1) | pep 


Po =8Pw + 21P CP Pu= epu Hlp P= ep, + mp 


Con f, y, a, b, c, i, m costanti (che però varieranno al variare 
dei valori dati alle u). La identità Sdp? = Sdp'? dà s? — 1, cio? 
? — +1, Mutando le p di segno, se e= — 1, potremo rendere 
t=1, 

Uguaglianze affatto simili si hanno sostituendo alle Puu, 
P,,, Po le derivate covarianti rispetto alla Sdp? = Sdp"? = 


= Sd p? =Ya,du,du,; si trova così (posto B=f,, Y= Ba, 


[8m ba, b=by, 0= by 


(us Pu = Des + 04? + BP, + B. p. 
ove: 
A ani -(t Tee (5) & 
1 2 
Ora : | 


>= = 0 CEE pa at da 
De uu = — india. > — — — —__ mm e Dus 
| p Qu S Pu Po S Pu P u Sp, p. 
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- perchò K e K hanno gli stessi coefficienti ay. Perció, nel punto 


considerato, si avrà in virtù delle (1): 


\ 


(2) —ma,, + 2Ba,,=0 e similmente —layg + 243 =0. - — — 


EN 
D Lj 
-c- Ad D. 
Cog : Bp, Pur =" x =8 Py Pav donde: ! 
(2)bts 1 
(4,1 + Pagg — lag =0. 
Infine, poichè la differenza A99 — h;,,, dipende soltanto ELI : 3 
curvatura di A 
Xa, du, du, he 
e perciò ha valori uguali per le due congruenze, sarà ancora in 
virtù delle (1), 3 
(2) tor XA, (Br B, + Cra) AUR 
Eliminando l, m dalle (2) e (2)4, si ha: LS 
~ Gg (Bags + Tan) = 2Bah apg (Bags + Yan) = 21a 3 
cioò : x da (agg B — auy) = 0. y E 


Dunque: se a43:0, sarà: 
dy B = any donde: 20a,,a, = 20a5, 20,109 =274%s > 


cioè, essendo nelle nostre ipotesi @,, gg — aj X: 0, per le (2) 
(2) è (2)or 


(8 (e anat O PB=7=0, I=m=0, ZAnoa=0. AN 


Se invece fosse ay =0 si troverebbe: 


> SAM 


y 
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Yaj =— ag, 1=m=0 (perché 4,,%y + 0) oltre alla (2)r. 


Se ay, = agg = 0, se cioè assumiamo a rigate u, v le sviluppabili 
delle due congruenze che necessariamente si corrispondono, le 
(3) danno: 


(4) dy = dg =P = y =l =m = C =by =0 


e le (1) diventano semplicemente : 


p=P, Pa = Può Po = Pe 
(5) È È he 
Puu = Puu + Gp, Puv = Puvs Dev = Pw + cp. 


Se noi ci muoviamo nella direzione du: dv (di spazio rigato) le 
rette lungo cui si muovono i fuochi, o rotano i piani focali costi- 
tuiscono due coppie di rette, ciascuna delle quali è determinata 
($ 99 A) come quella coppia di rette, che è intersezione di certi 
4 complessi lineari. Basta osservare le formole precedenti per rico- 
noscere che il sistema lineare o»? determinato da questi 4 com- 
plessi relativi ad una congruenza coincide col sistema lineare analogo 
relativo alla seconda congruenza, che cioò corrispondentemente alla 
direzione du: dv di spazio rigato, i fuochi della K e quelli della K 
si muovono in una stessa direzione così come i piani focali di K e 
e quelli della K rotano intorno alla stessa direzione. Dal che segue 
anche in particolare (come si potrebbe anche dedurre dalle for- 
mole (6) del $ 99) che ai sistemi coniugati di una falda focale di K 
corrispondono sistemi coniugati della falda omologa di K; ciod 
che le falde focali di K sono tangenti alle falde omologhe di K e 
che le asintotiche delle falde focali di K corrispondono alle asinto- 
tiche delle falde omologhe di K. 


Supponiamo ora viceversa che per ogni valore di z le rette 


m oui cominciano a muoversi i fuochi od a rotare i piani focali 


siano le stesse rette sia per la congruenza K che per K, e siano 
soddisfatte le 


(6) p=P, Pu = Pu HIP, Pe =P, Hmp. 
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Allora i citati due sistemi lineari di œ complessi relativi a K 
coincidono coi sistemi lineari omologhi relativi a K. Se le u v 
sono per es. le sviluppabili, questi sistemi lineari sono uno 
quello definito dai complessi p, Pus Poy Puudu + Puy do = dp, , l'altro 
quello definito dai complessi p, Pu, p,, d p,. Affinchd sia soddi- 
sfatta la nostra ipotesi dovranno dunque valere (per il sistema di 
valori u, da noi considerato) le: 


Puu = Y Puu + EPut 6D, + ap 
Das = Pas HM Pu + Up, + bp 


Pov = tpa + p, + 8 p, + 6p 


ove 7, s, t, ecc. sono opportune costanti. 
Poiché ay = — Spp,, — — Sp Pu, dovrà essere r= 1. 


. Con ragionamenti analoghi ai precedenti dala Sp,p,, = 0 = 


= SD Pe si trae: l'a —layy = 0, ciod l=l'e analogamente 
m=m 


Dalla SP. Puu =S Pu Puu = 0 si trae t= 0, o analogamente t' = 0 
» S Pu Poo =n Sp, Pu » » 8 =0) » » een 0 


» hiig — hi = datas == 1212 Sİ trae infine: 


Imc In e s a (Ei - (2) 


cosicchè, le equazioni da aggiungere alle (6) sono le: 
() Pau = Puu HAP Puw = Puw mp, Up, + mp 


Pro = Pov + ep. 


Le (6), (7) coincidono con le (5), se 1 — m — 0. Dunque: 
La coincidenza delle sopra citate rette su cui si muovono i fuochi, 
e di quelle attorno a cui ruotano à piani focali per la congruenza K 


# 
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e per una conveniente trasformata proiettiva K di K', è condizione 
necessaria e sufficiente per l applicabilità protettiva di K, K', quando 
si suppongono soddisfatte le p = p, pi = pi 


C) Studio delle falde focali di congruenze applicabili 
(del secondo ordine). 


Supporremo qui le sviluppabili u = cost., v = cost. reali, 


lasciando al lettore la facile estensione al caso di congruenze con 
sviluppabili complesse. 

Sia x un fuoco di una retta generica p della congruenza K; 
esso generi una superficie S; sia 


(8) p= (ra) (u, v essendo le sviluppabili). 

Se +’ è il fuoco omologo della retta p' corrispondente alla p nella 
congruenza K', le asintotiche della superficie S° luogo di z' cor- 
risponderanno alle asintotiche della superficie S luogo di ~; e 
noi potremo normare le z' in guisa che 

(9) (e a m d? ^) m (oa, 2 d'a) . 

Resterà nelle a’ soltanto una indeterminazione di segno, e sarà: 


p = R (x x!) (R = funzione di u, v). 


Posto 

Y tuy Mz, +t, --p13* (cosa lecita, perchè u, v sono coniugate) 
A tus = M' v, + QUE + pu, 

Si avrà: 

(11) Pu = (%, + Qx, e — Ma) p, = (X tyy) 


S p, p, = (x Lu Vo Lev) pr (æ' v. % t.) . 


A A DAL, 
EU » ha a " ` 


v 
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Confrontando con Sp; pi, che, per le precedenti ipotesi, è uguale a 
S PuPu, se ne deduce R? — 1, cioò R = +1, Porremo R= o = 
= + 1, scrivendo: 


(12) p= w (z'2;) (1), 


Ora per ogni sistema di valori delle w, v deve esistere una 


proiettività unimodulare che porta il punto z' nel punto x = z, 
una retta tangente ad S' nella tangente omologa di $, le coordi- 
nate p' nelle p, le p; e p, nelle p,, p,. Indicando col simbolo = 
due quantità che si corrispondano in tale proiettività, dovrà dunque 
essere per i valori considerati delle u, v : 


(13) quero v=o, PA M= st, + tx 
p =w (V x) = (2%) 
(14) pu = 0 (2 Tuv) + e (2,7) = (8 Luo) + (xx) 
p, = e (9 to) = (xx). 
Poiché da (13) si ha (z'a;) — ro (xz,), da (14) si deduce: 
(15) oro 1 cio w=ro=+1. 
Se è e = z,,, ciod se #, sono le quantità omologhe ad x 
2% 


nella nostra collineazione (ciod sono i valori di Tr nel punto 


considerato caleolati per la superficie S trasformata di S' nella 
collineazione) sarà (mel punto considerato) per l'ultima delle (14): 
c (x 25) = or (17M) = (xa) 
+n2% (n = conveniente parametro) 
(a e, 2,2.) = eo? (22, 2,0.) 


e per la (9): oc? —21, o— 1, om =1. 


"14V T 1 7M- 


NAA 
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Cambiando eventualmente il segno delle a”, che abbiamo osservato E. 
essere non ancora determinate di segno, potremo rendere a = 1, C 
8 quindi per (15) E 
A 


SEND 0=0 =p 1, 


Quella delle (14) che corrisponde a p; diventa, se la nostra colli- 
neazione porta x,, in Tuv 


: (Cato +12, + pua) = (22) + (ta) 

* cioò : 
1 7 (o— 1) (zut) + A0(22,)+ po (2, x) + (v, Wu, — Luo) = 0 
| (0-1) (z,2,) + (2, Ae 2,—toz, + uo — Lu) = 0. 
| $ Donde si ricava, oltre che di nuovo w = 1, anche la: 

E gus = ur = Cu Pera ART pz. 


lo = Da (10), (13) si trae, ponendo òM = M' — M, 8Q—Q—Q 
ue e analoghe : 


DO aus M' ++ Q (2, -- pa) + ghz = mus. + IM + 
E + 2,80 + 2 (812 + M'A + Q'Q). 
PA s > 


ak Confrontando con la precedente si trae: 1=8M, X — —dQ 
© infine 


p = ô pia + MA TQ e ¿Pu + QM —M?Q. 


Cosicchè in conclusione le nostre TER sono (per il considerato 
sistema di valori delle u, v) 


*-—c La = Ty — 100 x=, + 26M 
(16) 


USC ne = Lo 2,0 M +- 2,0Q+ v (Ò Pia +Q M —M3Q) y 


590 


è sa À 
"3 ?. f 
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Nel seguito sottintenderemo sovente che le nostre formole valgono 


solo per i considerati valori delle w, v. 4 
Dovremo ora trovare sotto quali condizioni avviene che, 
dando alle «, v gli incrementi du, dv, il secondo fuoco » 

Ù / 00 " n CFA j 
(17) %=%—M'x [non si confonda con x = ve E: 
M 


^ 


della congruenza K’ si sposti lungo una retta, che nella nostra 
collineazione è trasformata della retta lungo cui si sposta il È 
secondo fuoco (3 


(18) w= x,— Ma 


della congruenza K, insieme alla proprietà analoga per il secondo s. 
piano focale, 
La (17) dà per le (16) 


zi = t, + 20M — M'z = (x, + 28M) —(M + òM) x= 13 

= v, — M r= x 

cioè (per i considerati valori delle u, v) P 
(19) v = t. E 
Ora valgono le: 


ô 
Biy == = Luv — Mu — Mu, = Qv, + (Pia My) x ; 


is = Ty — Mot — Ma, 
insieme alle analoghe per Siu, iv. La condizione sopra enunciata 
per i fuochi si enuncia dicendo che esistono dei parametri Æ, 
L, T tali che À 


Ra, + Lo mm, Rox, +Tx=%. 


La prima dice che: 
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R[Q' o, + (ps — M1) 3] + Lai = Qu + (Pie — Mu) € | 


la quale, per le 


e =t, æ= t, + ®dèP, 


equivale alla : 


R (Q + èQ) z, + x [R (Q + dQ) 8M + Rp: — RM] + 
. + La, — Mz) — Qa, + (p — Mu) v. 
Le seconda equivale similmente alla : 
R (a, + va) — Mie — M' (a, + 30M) + Tr, — TPE = 
+r, —MaT—-Ma,. 


Confrontando in questa i termini in z,, si trae — 1. Confron- 
tando poi gli altri termini nella seconda e nella prima equazione 
trovata si ha: 


T=IM=y n = ÔM, + M'6M + MOM = ðM, + à (M?) 
L= — Q=)  (Q--9Q)80M --0p,, — ÔM, + MóQ— 0. 
cioù (per à considerali valori delle u, v) 


(20) Liu "e e òQ = Liu Av + x M = Lio 
(21) : n = òM, + à (M?) 
(1) ò (MQ + Pis —M,) = 0. 


Le (19) e (20) sono affatto analoghe alle prime delle (16); la 
(21) determina n. î : 

La relazione più importante è la (1); essa dice che le equa- 
zioni (10) di Laplace relative al nostro sistema coniugato per le due 
superficie S ed S' hanno uguale il primo invariante (per il sistema 
considerato di valori delle u, v). Si noti che le equazioni (10) sono 
relative alle coordinate di punto (F). 


Pa YD 


PF sel 
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D) Continuazione. - Formole duali delle precedenti. 


Riassumendo noi abbiamo con le (16), (21) e (I) tenuto 
conto delle p' =p, pi = pi, e del fatto che nella nostra collinea- 
zione si corrispondono le rette lungo cui cominciano a muoversi 
i fuochi x, z, ed z', x; quando le u, v ricevono gli incrementi 
du, dv. Per trovare tutte le condizioni affinché le congruenze 
siano proiettivamente applicabili, basterà trovare quando nella 
nostra collineazione si eorrispondono le rette intorno a cui comin- 
ciano a rotare i piani focali. 

Osserviamo a tal fine che le rette (€, $,) ed (x, x.) coinci- 
dono, e che il rapporto delle (€, £,) alle omologhe (x z,), dipen- 
dendo soltanto dalle ays, è identicamente uguale al rapporto delle 
(E €) alle omologhe (x' æt). Perciò, posto p = ($u), potremo ragio- 
nare su queste come prima sulle (=x,). E allora, per dualità, noi 
possiamo senz'altro prevedere il risultato finale. Ma, per essere 
completi e perchó sia ben chiaro il tutto, preferiamo trovare tale 
risultato per via diretta: Dobbiamo dunque ricercare le rette attorno 
a cui ruotano i piani focali quando le w, v ricevono gli incre- 
menti du, dv. I piani focali £, &' tangenti ad SS, S” ruotano attorno 
alle tangenti alle S, S' coniugate delle rette su cui cominciano 
a muoversi i fuochi æ, z'; la nostra condizione è quindi certo 
soddisfatta per tali piani perchè su S, S' si corrispondono asin- 
totiche e sistemi coniugati. La condizione relativa ai secondi piani 
focali sarà pure soddisfatta in modo analogo allora soltanto che 
anche S, ed 5; si corrispondano con conservazione delle asinto- 
tiche (e quindi anche dei sistemi coniugati). Scriviamo dunque 
questa condizione. 

Le coordinate £, & sono date da 


1 
Le ya e Sut) e analoghe per ¿=£. 


Varranno equazioni del tipo : 


(10), b Y P6, + nÈ, T Té, A = po 5 + v. B T [2013 D 


der. 

£ 
e 
T 


È r.a m» ps pe s 5 T TUN T dd i 
[$ 103, D] COMPLESSI E CONGRUENZE DI RETTE 593 


La teoria delle superficie insegna che M +, Q + x dipendono 
solo dai simboli di Christoffel per la forma F, comune ad &, S’. 
Perciò p + M e*--Q sono rispettivamente uguali a W + M^, 
n+ Q. Posto 9p — p —p e analoghe, sarà così: 


(LO, üp— —8M èx=—3Q. 


Poichè, se TE, TE, ecc. sono i trasformati di E, & ecc. me- 
diante la nostra collineazione : 


0 = Sta = S (TE) (Pa) =S2 (TE), 0=8xt,— 


_ —an= 86,2, = S(T&) T (2) = (TE) (u —28Q) = S 2, (TE) — 


en die Sa, bi , 
Sarà 
Sa[(TE)—8]=0, Se, KE) —6,] =0 


e analogamente Sz, [(T &) — &,] =0; 
Sarà perciò : 
Té, = ĝu H aÉ ossia $r = 6, tag, E = 6, + dé, 


Si tratta di determinare % ed æ; a tal fine si noti che Piden- 
tità dei coefficienti ays della F, per S ed S' provano che 


S (E, + a È) (Lo, taz) — S ($, + 0g È) (Ceo + vað M + 2,00 t 
+ o [èp + QM — M8Q]) = 8 (T E) (T xo) — S (TE) (Tru) = 


= Sa, — Sta, = A ce gta, Ben 
Se ne deduce a, = — òQ e similmente a, = M, donde (nel 


Punto considerato) : 


(16)m eE=t,—30 &=6 EOM (oltro alla t =$). 


. Dalle (10), e (10) si deduce poi: 


CIMA 


"rU 
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(10); Cete ha TRNA pm). 


Posto al solito 2X = A,x = zn tinta si ha: 


SXé=0; quindi Dista y ar 
KETI Aa 


ha un valore dipendente solo dalle a,, e perciò ha lo slesso valore — 


sulle due superficie. Poichè | 

Seat, = S (T£) (P) = S (+ 246) (res + n2) = Sens + 04 
«o ne deduce che - 

Sé ou, = STE) (T tuu) = S (& + 046) (T tuu) = S Ei tuu — uty + 
Perció : 


Se En = G = S thuu; 


Satna Sgn — Ru 


S Eu Lun — 


Sa, m — RR Stat, =— 2 S (TE) (Ta) = 
=— Sha, — (9) (Eu + 20 M4 2,00 +21 ..])= 
Ô 4,9 


LL E Si ig a,0M . 


In conclusione : 


S (24 + 04%) buu = St Eu, + 01411 = S 2 El = S (9, + 018) (T Eiu) 


» 
— ue pa Ask 
*- 208 à 
" 496] 4 H3 
À ‘+ nmt 


Y 


i a ALA ERE 
MN Luria Ri T ST RS xv gi ad à 
e 
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4 Sv C = Se (Tt, = Sci 
| ossia: 


Sa (T Eu — Eu) =0 Sla H am) (DE — Em) = 0. 
. Perciò: da 
L6... DEn = tm VE ossia EL = Em + V2, 
dove y è un parametro che calcoleremo ben presto. 


Le (16), , (16)r3 (16) quater sono le formole duali delle (16). 
due seconde falde focali sono inviluppate dai piani 


Gi=f xt E=E—xXE 


i y Valgono le: 


io = Eno — ME ES =p Es H (Tie —x)ezyt + 
+ (Ti — W òQ — w) € = 
== El + Cup A È (8m, — w òQ — dx) = 


= fi + E 0p + E Or + ap + pda — 0x) 
El = En + E 0p + È (0 Tia +0 [np] —d%) 


iu = tm ME — WE En + VE — mi x (Eu — E8Q) = 
= fiu — E, 09 Y E (+ Y — 0%, + #80) = 


= En — ED —E¿ (404 — x Q — y + dx) 


Elm = En — 680v + € (vd p + x,)) 
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Le (20), e (20), sono duali delle (20). Le equazioni delle 
asintotiche sulle due falde focali si ottengono annullando 


S (El du + &, dv) (x1, du + xido) e analoga in j, 2. 
Poiché nella prima alle iu, ív) ius Viy possiamo sostituire 


Té e analoghe, otterremo per le formole precedenti che la dif- 
ferenza di queste due forme è: 


(v — 8 [x + x] du + 8 (Ta + zye — m) dv] X 


X S (£z, du + £z,,dv) ~) 
ove: 


S (fem) = — Sat =0  S(m)- — Sark, = an. 


Tale differenza è pertanto 


aag (V — ò [2 + #,]) du + ò (Tia + ap — m) dol dv. 


Essendo le w, v coniugate anche sulle seconde falde focali, sarà: 
(21)u, y =38 (x? du) 


che ci dà la y con una formola duale della (21), che dava m. 
Si avrà dunque corrispondenza delle asintotiche sulle seconde 
falde focali soltanto se 


(II) O (Tia + Ap — #4) — 0, 


formola duale della (I). Questa formola, insieme alle precedenti, 
si poteva anche ottenere, come già dicemmo, ripetendo i prece- 
denti ragionamenti, già svolti per le coordinate » ed x' di punto, 
per le coordinate £, £' di piano tangente. L’ uguaglianza degli in- 
varianti (pjs + QM — M.) e (Tia +*p—-%) è anche sufficiente 
per l'applicabilità proiettiva delle due congruenze. In tal caso la 


(*) Si ricordi cho Sim = SE, z, = SE diu SEO. 
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collineazione 7 che porta a, x,, x, %, in x, Xu — æûQ, 
t, + 20M, à, + 28(M, + M?) è unimodulare perchè (vwyt to) — 
= (82%, %,%,). I calcoli precedenti dimostrano che la 7 porta 
ciascuna falda focale di K' in una superficie S tale che una dire- 
zione tracciata su S ed uscente dal punto assegnato coincide con 
la direzione omologa della corrispondente falda focale di X. Poichè 
valgono poi le p=p', p,- p}, segue appunto che K, K’ sono 
applicabili. 

Possiamo adunque asserire: Condizione necessaria e sufficiente 
per l'applicabilità proiettiva di due congruenze (del 2° ordine) è 
che le asintotiche di una prima falda focale dell una corrispondano 
alle asintotiche della falda focale omologa dell'altra, e che su tali 
falde il sistema coniugato delle sviluppabili abbia p. es. lo stesso 
primo invariante per la corrispondente equazione di Laplace relativa 
alle coordinate di punto, e lo stesso secondo invariante per V equa- 
zione di Laplace relativa alle coordinate di piano tangente, 


Naturalmente si corrisponderanno anche le asintotiche delle 
seconde falde focali. 


E) Trasformazione delle precedenti condizioni. 


Di più notiamo che, per note proprietà degli invarianti di 
Una equazione di Laplace, il precedente teorema lascia completa- 
mente indeterminato il fattore di proporzionalità per le coordinate 
di punto e di piano tangente delle considerate falde focali. Se esse 
sono scelte nel modo sopra citato, si osservi che, oltre alle 


(2 419) -(3) 0199 
Xe) uie ode te 
valgono le: 
ee Co) 2-0 x =) de E 
1 di 2 dg 


Sostituendo alla (II) la differenza ottenuta sottraendola dalla (D, 


si otterrà essendo 3 (7) =0 perchó a, =a,: 


Font o Čecn, Lezioni di Geometria profettivo-difforonziale. 39 


ta 
a 
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tes no +e (20), + (29) c (2) Le 


—2 (7) o. 


Ora essendo @,, = 0 le (11) del 8 14 B dicono, ricordando le rela- 
zioni di coniugio, che: 


uen A E EMI à | | MER 
verge, di cH 3g 04, 
__ 1 (9099 12 12 
Se a lt as e 
1 /04,, 12 NT EL Im 
TNT (ou 3 ( 1 un 3 9)4m)= 
1 [0a _ 3 ô loga angie 3 0 log as, Ard 
REOR" PA on Bo np XM oo We n 
1 (0n _ 3 dlogan __ 3 log tag 
^ dg \ dv ERA MES: ea 
ossia : 
EVS 1 043 1 04, 
(22) "ucc a OW du 108 


Sostituendo a Ti — Pia questo valore, la formola precedente 
diventa : 


1 1 G oag a 
sp ie vemm em Dis ries d fal — a (ru) 
A 9 Gas) aa aui) Es du /v + 


ossia : 
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(23) 3 (e), +8 (a) E. 


Ge 


011 


Dunque: Alla identità (II) dei due invarianti per V equazione di 
Laplace relativa alle coordinate di piano tangente si potrà sostituire 
la (23), che contiene solo coefficienti dell elemento lineare proiettivo 
ed è quindi identicamente soddisfatta se le falde focali S ed S' sono 
proiettivamente applicabili. 

Notiamo un’altra forma che si può dare a (23) per le rela- 
zioni di coniugio : 


O 


ossia : 

al +e ((2) + ta] o 
ossia : e 
(24) 8 (M, + Q)) — 0. 


Riferendoci dunque alle sole equazioni (10) in coordinate di 
punto possiamo dire: 

Due congruenze sono proieltivamente applicabili se p. es. le 
prime falde focali si corrispondono con conservazione delle asintotiche, 
cosicchè si possa supporre che esse abbiano uguale forma F,; e 
se le equazioni di Laplace (10) per le coordinate di punto rispetto 
al sistema coniugato determinato dalle sviluppabili abbiano uguali 
primi invarianti ed eguali valori di M, + Q.. 

Non riesce poi difficile del resto verificare che solo in tal 
caso le p= (xx,) soddisfano a tutte le condizioni (5). 


F) Il caso singolare di Cartan. 


La rigata du:dv — L ha nel punto #-+ pa; il piano tan- 
gente £” determinato dalle : 


Sé” a =S" = 0 


VE AN a .4*s.:^ 
i ra 


"e 
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S£" (bz, + x) + pSE (Las, + ce) = 0. 
Quindi ELI + 06, 


— oLa + ps ($ + o$) Loy = 0, 


— oLan + Pas — eol( 2) + zn dy = 0. 
11 

Dunque, se 945,4, = 0 , tale piano tangente è lo stesso per 
rigate omologhe. L'uguaglianza degli invarianti dà poi 94559 = 0. 

Dunque: Se le falde focali omologhe delle due congruenze sono 
proiettivamente applicabili, rigate omologhe delle due congruenze hanno 
in punti omologhi due piani tangenti che si corrispondono nella col- 
lineazione che porta una delle due congruenze in una terza con- 
gruenza, che ha un contatto di secondo ordine con V altra delle con- 
gruenze assegnate, 


G) Nuova trasformazione delle precedenti condizioni. 


Date le superficie S, S' vogliamo vedere se esse possono 
essere falde focali di congruenze applicabili, I precedenti risultati 
non si possono applicare senz'altro, se non si conoscono le linee 
corrispondenti alle sviluppabili. 

Variando le precedenti notazioni, siano w, v le asintotiche 


delle S, S', che necessariamente si corrispondono; e sia du — 


— pdv — 0 l'equazione delle linee inviluppate sulle S, S' dalle 
sviluppabili delle congruenzo, Per i risultati del $ 17 O, avremo che: 
Le S, S' sono falde focali di due congruenze applicabili, se su di 
esse si corrispondono le asintotiche u, v, e se esiste una funzione p 
(u, v) tale che sulle due superficie le due quantità : 


(25) (Br), — (1) 


0 
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| p (724 pg. — + Pe+2?%) + 
(26) 


RI FE a TEN) 
| us) p ag! gi 
abbiano uguali valori. In tal caso le mostre congruenze sono quelle 
formate dalle tangenti alle linee du —pdv=0 delle due super- 
ficie S, S'. 


H) M caso singolare. 


Un caso particolare notevole si ottiene (Cfr. F) supponendo 
che le due superficie S, S' siano proiettivamente applicabili, 
ossia abbiano uguali B, y. Allora la condizione (25) è soddisfatta 
du 
dv 
perficie dai raggi della congruenza si ha: 


qualunque sia la p. E per le linee = p inviluppate sulle su- 


pàL—9M - 0, ossia du? (3 L) — dv? (5M) = 0. 


Non potendo essere p — 0, co, sarà 8L 3: 0, IM +0 e, come segue 
dal $ 16 D, potremo perciò rendere, mutando i parametri delle 
wv, 8L =8M —1. Dovrà essere allora B, = Y4; © le nostre 
linee saranno le «+ v= cost, le quali formano un sistema 
coniugato R, Si ha dunque il caso particolare già enunciato dal 
Cartan (che lo ha chiamato il caso singolare) senza alcuna dimo- 
strazione: Una classe di congruenze applicabili si trova scegliendo 
due superficie R applicabili, e tirando le tangenti all'uno od al- 
l'altro dei due sistemi di lince che su di esse formano un sistema 
coniugato R. Questo caso è anche dal nostro punto di vista singo- 
lare, perchè soltanto per esso la condizione relativa a (25) è sod- 
disfatta identicamente (qualunque sia p) Questo caso si può anche 
caratterizzare come il caso delle congruenze W, le cui trasformate 
di Laplace sono ancora congruenze W, oppure con la proprietà 
geometrica enunciata in F. 

Tranne l’enunciato del Cartan che una congruenza è in gene- 
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rale proiettivamente indeformabile del 2° ordine, e che le con- 
gruenze deformabili (le precedenti escluse) dipendono da una fun- 
zione arbitraria di due variabili, non si ha finora alcuna ricerca 
sulle classi di superficie S, S' che si trovano nelle condizioni 
Sopra enunciate. 


I) Altra deduzione delle formole precedenti. 


Le formole ottenute in G si possono naturalmente dedurre 
direttamente, assumendo fin da principio coordinate asintotiche 
u, v sulle nostre due superficie, ed applicando le formole del $ 41 
del Cap V. Abbiano le due superficie la stessa aj = e9, e 
siano : 


zy = pt +- 2(4z, + Bz.) =p F2 (4a, + Ba 


i secondi fuochi delle nostre due congruenze, dove y. è dato dalla (2) 
del citato $, e (' è la quantità analoga calcolata per la seconda 
superficie, Sarà A: B =p. Si vede facilmente che la proiettività 
che porta la congruenza K” in una congruenza K che ha il voluto 
contatto con K deve portare z' in w, la retta (x' xi) in (2%), 
ecc. ; e che più precisamente si ha (con conveniente scelta delle 
coordinate omogenee) (cfr. le (5) del $ 103) 


v zx 2%=% +12 ¿=%w me 
Ü A B 
qmm tu + Ax + ma, + lx, ove 214 -gê = 2m + 81-9. 


Esprimendo che al variare di dv: du i fuochi x, ed æ si muo- 
vono in una stessa direzione, che ciod x1=%,, Rai, + S2, — Liu, 
Ra, -+ Tti =Œ ðw, si trova eliminando A, R, S, T che: 


14 
a| Gee 20 + PAP pa EL 


+24,4 240,) + 2m (B, + 48 + 48p) = 
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1 B 
=B|—- Ur + 2Bb6p rm + Op + 


+28, +280) + 2L, + By + Bon). 
: Sostituendo a y, 1, m i loro valori, osservando che: 
à ap Tar, 
la precedente condizione diventa per le (5) del $ 16: 
0 —240g, + - dp, — 2 420p, + 


B, "RID A 
+ 8p [2a 14a ere diodo de] 


3 
— 2 B? òga — T. + 2B*$1, + 


A, * 
T: —2BB, + 2B° 7-2 


-atka Alt e a 


La condizione analoga per i piani focali si ottiene semplicemente 
mutando B, y, B in —f, — y, — B. Potremo dunque annullare 
Separatamente quei termini della formola precedente che con tale 
cambiamento mutano di segno e quelli che restano immutati. 

I primi danno: 


EE B B' |- 


HA) 


a —20p.+2 7092 700) + 


Bu 
+ B (205, — f dt +2 pd) =0 


1- ws 


RES 


HE NA en 
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m E 
| ossia, poichó A:B=p, si ritrova la condizione che (25), ha 

ET uguali valori sulle due superficie. 

m Dai termini che restano immutati di segno si ritrova che: : 


E 4S (2s + phut 280 — -y Pea 
e To Po 1. ^ 
à +B(-20- E terdi ++) 


ha uguali valori sulle due superficie. Si ritrova cioè la condizione 
relativa a (26). 


o ee 


CarrroLo XII. 


INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA 
PROIETTIVO - DIFFERENZIALE NEGLI IPERSPAZI. 


$ 104. — Le forme fondamentali delle ipersuperficie. 


A) Preliminari geometrici, (F) 


Riprendiamo gli stessi metodi che ci hanno servito per le 
superficie. In uno spazio Sayı ad n +1 dimensioni siano x, 
Y,..., t un sistema di n + 2 coordinate omognee ; talvolta por- 
remo la prima di esse uguale ad 1, le x successive à æ,, %y,..., 
Y,, l'ultima a z. Le æ; e la z costituiranno un sistema di n + 1 
Coordinate non omogenee. Sia data una ipersuperficie V, ; senza 
limitare la generalità potremo supporre che z — 0 sia l'iperpiano 
tangente nel punto O generico v, ==... =, — 0. A meno 
di termini del quart'ordine varrà uno sviluppo : 


z = Py (2) + Pals), 


ove P, è (per i = 2, 3) un polinomio omogeneo di grado i nelle x. 
La P,=0 definisce le direzioni lungo le quali liperpiano tan- 
gente incontra V,; direzioni che pertanto formano un cono qua- 
drico, detto cono asintotico. Le quadriche di Ska, la cui inter- 
Sezione con V, ha in O un cono di terzo grado di direzioni tan- 
Benti, sono le quadriche la cui equazione è del tipo: 


8 — Ps +2 (hz + P) =0, ove P = Ahit, (h, h, = cost). 


TA tV ofr 


Pr wy YT 


ATRAS Us 
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Il cono cubico di direzioni tangenti in O alla quadrica ed a Y, è 


Vi sono co" di questi coni dipendenti dalle costanti A. Se il 
discriminante A di P, à diverso da zero, ve ne à tra essi uno e 
uno solo (cfr. Introd. $ 4 B) apolare o coniugato a Pa. 

Ponendo t = Pa, & — z,P,, nello spazio 7, ad n dimen- 
sioni, ove le £,, t sono coordinate omogenee si trova una ipersu- 
perficie W di terzo grado con punto doppio; il cono tangente nel 
punto doppio di W è l'immagine del cono asintoto; le sezioni 
iperpiane l'immagine dei coni cubici precedenti, la sezione prin- 
cipale l'immagine del cono cubico apolare al cono asintoto. 

Se A — 0, potremmo talvolta al cono cubico apolare a P, 
sostituire un altro cono definito pure in modo invariante; p. es. 
se n — 3 sostituire ad esso il cono immagine di quella sezione 
piana di W che passa per due delle rette di W, che escono dal 
punto x, = ty =... =X = 0. Ma tale considerazione intro- 
duce degli irrazionali. 


B) Formole fondamentali. (F) 


Passiamo al lato analitico della trattazione; supponiamo le 
€, Y,» ++, b funzioni di n parametri w,, w,,..., Un, ©, per ora, 
indichiamo provvisoriamente con indici apposti alle z, y,... le 
loro derivate. 

Poniamo : 


FQ =A (8; ti, Yay+»-) Un, d° 2) 


1 3 
0) $, = À (x, 21, yy rer, % dim) — — dA. 


Come nel caso delle superficie si prova che F, = 0 è l’equa- 
zione del cono asintotico e che 4, —0 è Pequazione di uno 
dei citati coni cubici (variabile con A e col fattore per cui si 
moltiplicano le coordinate omogenee). Tra questi coni cubici quello 
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1 
a2 ^! 


Vi 


apolare ad F, si trova, come ora proveremo, ponendo À = 


se B è il discriminante di 
(2, $4, tarea % Pa) = E b, du, du, . 
Posto B,, uguale al compl. algebrico di b,, in B, diviso per B, e 
Dd, = AX b, du, du, du, , 


8i avrà in tale ipotesi 


1 ô bps ri ôb, 
bu = (Ra Ugo + S Cra) — y (Fe + E + Te) + 


+ b, 


1 ( MD 


ð og? ene B 
FE br d 


U, 


© quindi 


dr ri , 1 dlogB 
A B,b,,, bre enu [mon — du, Fe) —2{") D du, , 


ove H sono i simboli di Christoffel di seconda specie per la 
Eb, du,du,. Gli ultimi due termini del secondo membro si elidono; 


basterà dunque provare che è nullo il primo, ciod che è nullo 


(3) X XB,(rz,... Vir Vu Vija + » + La Cet) sj 
irs 


Ora, se X, Y... òun sistema di quantità tali che (tti: nX) 1, di 
dalla definizione delle b,, segue che valgono delle fotmole 


Crs =0,X "t^ Pers © ubi E 


ove le y, y sono quantità che ora non ci interessano. Pertanto la 
(2) vale 


P d 


¡ 
x 
k- 
S 
T 
+ 
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2 X B, [Veda — dirai] = 2 (us — Yu) = 0, 


ins 


come si doveva provare. 

Il valore della forma ®, corrispondente a questo valore di A si 
indicherà con F4. In generale ogni altro valore di Pz differisce 
da F, per il prodotto di F, per una forma di primo grado. Ma 

nye 
noi intenderemo sempre di aver fissato i = /IB|. 

E porremo 


F, = Xa, du, du at (00. da) 
(3) 2 rs DU po WW, ViAÏ 
F, = D a,u du, du, dite 
1 
ove A è il discriminante di F}, e quindi À = T 


Le forme Fs, Fẹ sono determinate dalla ipersuperficie in 
modo impropriamente intrinseco (perché cambiando e soltanto di 
segno per trasformazioni sulle u, a Iacobiano negativo) e invariante 
per collineazioni a modulo 1, Le collineazioni a modulo — 1 le 
cambiano di segno; quelle moltiplicative le moltiplicano per uno 


stesso fattore positivo, cosicchd in ogni caso y ò intrinseco in- 
2 


variante e riceve il nome di elemento lineare proiettivo, 


2 
Notiamo che, se n è dispari, alla "RET potremo sostituire 
n+2 
la B , senza timore di introdurre quantità immaginarie nel 
caso di ipersuperficie reali, 
Invece di considerare la ipersuperficie come luogo di punti 
la possiamo anche considerare come inviluppo di iperspazi 6, 
++, ©, cioò degli iperpiani tali che: 


(4) Séx = Séx,=0 e pertanto anche Sg, = 
O PA 5). 


Queste & 7, ..., © sono dalle (4) determinate solo a meno di un 
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fattore, che resterà completamente determinato se imponiamo che 


(5) Side = — Sdida = Sed = Fr 

da cui segue 
0 SO 0 HM 
Qupd ee Am 


0 
(22, t... wdx) (86,...6,d* 6) = (—1)" Loti 


0:70. 1 EUER AER 
A OM TO IN 


= (2145. 


Posto s= sgn(— 1)'7' A, se ne deduce per (3) che la posizione 


(5) sulle € equivale a porre 


(£6... EdE) =e(0%,...2 2) = c Fa VJA]. 


Si avrà 


(6) to re, x= Via] (6$ 6$, 6,..., Q- 


Sarà poi, come si deduce dalla definizione di F e dalle (6): 


= — Sigd z — dP, = dF, + Sdad't a = 


= lan + savait ar, — Sad 


od anche (Uech) 


8) Pam 8 (ardt — dida) = 8 (tae — rdt). 


NY Lis 


RA sbirri ie ll pini 
AP pyi dy PUESTA A s 
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Scegliendo ín altro modo il fattore di indeterminazione per le &, questa 
formola non darebbe più F, apolare ad F,, ma un’altra forma del si- 
stema lineare delle Py, cio oP,--F, Lo,du,; perchè, se E=p£, allora 
T S (ded? t — dé d? x) = pS (dx d? t — d£ dia) + 

+ dp(28dadé — SEd? x) = pS (dxd? — dédx) — 3dpF,. 


Indicando con z,, %,, ecc. derivate covarianti rispetto ad F,, sarà 
E anche: 


(9) an = — KẸ t, = —S6,2, = KÊ tp = SU Ens 
Poiché 


dx = YXa,0?u, + 3YXc,, du, du, + Xv, du, du du, , 
d FP, = 2Xa,,du,O*u,, 
si trae tosto dalle precedenti che 
F, = D (SẸ tpu) du, du, P ; 
donde, derivando covariantemente le (9) (5: 
(10 a,n = 8È tr = — SE, Zo = —86,2, = — Bt. = 
=8 0. == So = Ot. == — Ito 
A Le relazioni di coniugio danno poi: 


(11) 24,94 =0 per (21,2,..., n. 
7,8 


p". (*) Si ricordi che le derivate covarianti delle «y, sono nulle, e perciò 
E non sono indicate con Grs. 


| La a 
"Iac x 
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0) Le equazioni differenziali fondamentali. 


Potremo infine scrivere le equazioni differenziali che dalle 
forme Fs, Fa (o, per ora, da una terza forma P) permettono di 
risalire all’ ipersuperficie. Poniamo : 


X= T A% e analoghe. 


Sarà 
1 1 
(12) 8Xt— + SA4,Ste,=—ZAnthn=1. 
n n 
1 1 
(13) SX, = — X AnStan=—— Y 440,4 =0 
^ ns N rs 


© quindi, derivando la penultima, anche 

(14) SEX, —0. 

Analogamente si definiscono le E, e si dimostrano per queste le for- 
mole duali delle precedenti. Allora le 2, #1, 29,..*, Tn X sono 
linearmente indipendenti, e pertanto valgono formole del tipo: 


Tu, zt TX T Va X 


ove le A, p, y sono quantità da determinare. Moltiplicando per E — — 
e sommando si trova : i 


Yes = Sr = 


Moltiplicando per £, e sommando, si trova i 


— dir = S6, Lrs = sr Perse Cu y cioè Prs = 24. Ars 
cosicchè si ha in conclusione: (E) | 


(1) qu, = z Arg Au xt a, X + Pra® + 
t 


Po qa LN IM ESAE vm 
n 2 ^ U PT » * * 

L hr. SR > -— 

a 
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[$ 104, D] 
Moltiplicando per 4,, e sommando rispetto r, s, si trae: 
(15) . DA Drs =0. 

Dunque: Si presenta, come nel caso delle superficie, neces- 
saria l'introduzione di una nuova forma intrinseca 


P = Yp,,du,du, 


pure apolare ad F, (ma, come le F,, F, invariante solo per 
-collineazioni unimodulari). Formole analoghe si hanno per le $: 


(Du, En TES à rst Aut + a, 8 + Tr , 


‘ove ancora la forma. 
II =Y7,, du, du, 


è apolare alla F,. Derivando covariantemente la (I), se ne 
deduce poi: 


Lai = La, Aij vy + LarnAy (Eayn An x) + Pret Y + Prs v, + 
4: a, X mE Lang Ay Py Y s a, X, * 


Ora per le SéX,= 0, varrà una formola del tipo: X, =g% + 
+28 z, (della determinazione delle g, 1 ci occuperemo altrove). 


‘Quindi : 


(16) Qu = È [X mm "ie b Ur An linn An; + Urs lp] tj + 


+ (Prsi + Ai ps) v + Prs Vi» 


Valgono formole duali per le $s. 
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D) Alcune applicazioni dei risultati precedenti. 


Noi abbiamo escluso in molti punti del precedente paragrafo 
che 4 — 0. Quale significato ha tale esclusione ? Esso si trova 
Subito, osservando che per A — 0 vi è almeno una direzione 


variabili, si può portare nella du, = dus = ... = du, =0, cosic- 
chò sarà a = 4,9 = ...— am = 0; cioò, oltre alle 


(11) Sz = Sx =... = Sv, = 0, varranno le: 
(17m 864 zm See, EE 0. 


Ora, avendo noi supposto che la nostra varietà sia proprio una 
ipersuperficie, composta di oo" punti, e non meno, la matrice 
(zz,...2,) non 6 nulla. E le £ dalle (17) sono determinate a 
meno di un fattore. Dal confronto di (17) ed (17), si deduce per- 
tanto che le & sono proporzionali alle $, che ciod vale un’ equazione: 


——- =p (p= fattore di proporzionalità), 
1 


Quindi potremo moltiplicare le £ per un tale fattore che & = 0. 
Quindi l'iperpiano tangente & dipenderebbe dalle sole n — 1 
Variabili uj, w,,..., Un» E viceversa, Perciò: 


Se la nostra varietà è non soltanto luogo proprio di co" punti, 
ma anche inviluppo proprio di œ" iperpiani, cioè è una vera iper- 
superficie sia come luogo di punti, che come inviluppo di iperpiani, 
allora A+0, E viceversa. 

Se A=0, gli iperpiani tangenti saranno dunque 0” con 
*<n. Scegliamo i parametri « in guisa che le & non dipendano 
dalle w; con i>r. Poichè i punti x sono i punti soddisfacenti alle : 


(18) Ste=Sfe=0 — (h—1,2,..., r), 


essi saranno del tipo : 


Fupini o (xcu, Lezioni di Geometria proiettivo-differenxiale. 40 
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: 

(19 =a 2 wa" (h—1,23,..., 8— n—r) 
h=1 


se e, 2%, ,.., a sono un sistema completo di soluzioni delle (18). 
E perciò la V, sarà luogo di ce” spazii lineari S,, nei punti di 
uno qualsiasi dei quali ha uno stesso iperpiano tangente. É pure 
importante un’altra osservazione valida nel caso più generale: Se 


u, = U (Uy, Uy, ++, Uyi) (i=y, v+1,..., 2) 


sono le equazioni che definiscono la sezione V' di V, con uno spazio 
lineare a y dimensioni, allora, sostituendo in F,, Py alle uy,..., Un 
î precedenti valori, si trovano le forme corrispondenti che indicheremo 
con E; e D; di questa sezione V'. 


Dato il carattere intrinseco e invariante (per collineazioni a 
modulo 1) delle nostre formole, e dato che uno spazio lineare od 
è un iperpiano, oppure è sezione di iperpiani, potremo supporre 
che sia v =n, che l'iperpiano segante sia x — 0, e infine che 
sulla V, valga la «=w,. In tali ipotesi, se (x, y,..., 6) e 
(E, +++, ©) è un elemento di V,, di cui il punto giaccia sul- 
l'iperpiano segante, allora (y,..., t) ed (n,..., ©) sono evi- 
dentemente in quest'ultimo le coordinate dello stesso punto e del 
corrispondente S, , che, nell'iperpiano segante x — 0 considerato 
come spazio totale, è l'iperpiano ivi tangente alla V'. Basta ricor- 


dire le Jy tele; ds =S (12$ — dtd), perchè il 
nostro enunciato risulti evidente, Ne segue subito : 


Se F,- 0, ossia se una, e quindi lute le forme Py sono 
divisibili per F}, allora, se A+0, la nostra ipersuperficie è una 
quadrica e viceversa. 


Infatti, se Py, è divisibile per F}, ciò avverrà, per l’ osserv. 
precedente, anche per l’intersezione di V, con uno spazio lineare 
S, generico a tre dimensioni, in cui l’intersezione citata sarà una 
superficie, che avrà la sua forma «4j divisibile per Fs, cioè 
Pj-0; e quindi, come già ci è noto, sarà una quadrica. Poichè 
ogni S, generico taglia V, in una quadrica, anche V, stessa sarà 
una quadrica di Sp}. 
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A questa dimostrazione si può fare un'obiezione. Il teorema 
che le superficie di un S}, per cui ®; è divisibile per F$, sono 
quadriche vale nell'ipotesi sempre sottintesa che F abbia un 
discriminante diverso da zero. Che cosa avverrebbe nella dimostra- 
zione precedente se la Fs della sezione di V, con un S, generico 
avesse un discriminante sempre uguale a zero, cioó F, fosse 
sempre un quadrato perfetto ? In tal caso necessariamente anche 
F, sarebbe un quadrato perfetto (e in particolare avrebbe À = 0 
contro l'ipotesi fatta nell’ enunciato). Ma possiamo facilmente esau- 
rire la ricerca, abbandonando l'ipotesi A+0. La sezione di V, 
con un $, generico sarebbe sempre una sviluppabile (od un caso 
limite di questa). Le generatrici delle sviluppabili intersezione di 
V, con tutti gli Sy che escono da un punto generico O di V, 
sono rette appartenenti a V,, per cui F,=0 e (poichè F, è 
un quadrato) formano di solito un Sa lineare intersezione di V, 
con l’iperpiano tangente in 0. Lungo una linea qualunque di 
questo S,_, si dimostra (come nel teorema iniziale di questo $) 
che l’iperpiano tangente non cambia. La ipersuperficie è perciò 
inviluppo di œ! iperpiani (le cui caratteristiche sono i precedenti 
spazii S, ,): ecco le uniche ipersuperficie per cui non solo A = 0, 
ma anche Py è divisibile per Fz. 

Infine le ipersuperficie per cui F, è identicamente nullo sono 
gli iperpiani, 


$ 105. — La quadrica di Cech. 


A) Polarità e quadrica di Cech. 


Possiamo ora definiro la quadrica di Cech, che è la genera- 
lizzazione della conica osculatrice a una curva piana e della qua- 
drica di Lie per le superficie. Consideriamo (sempre se A+ 0), 
per un punto generico O = (x) della nostra ipersuperficie, quella 
corrispondenza che al punto di coordinate 


ix + pX + Eva, 
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fa corrispondere l’iperpiano 


A 


TP 
y 


AR MERI 


ALU USERS Sie ne 
DS NT Te 


Fi AT y E MT. 


AE -+ eS + Ev'é, 


sempre inteso di aver fissato i fattori di proporzionalità per le x, 
€ nel modo sopra definito (*). Se dunque moltiplichiamo le x per 
uno stesso fattore p, le & restano moltiplicate pure per p, e, come 
si vede facilmente, la reciprocità sopra definita resta inva- 
riata, Tale reciprocità è dunque definita in modo invariante e 
naturalmente anche intrinseco (per ogni punto della V,). Affinchè 
il punto Az +pX 4-Zvz, e l’iperpiano X¿+p E4- Evé 
si appartengano, dev'essere : 


(Ap + pi) as vv ™ + uy SXE —0. 


La simmetria nelle variabili accentate o non accentate dimostra 
che la nostra reciprocità non è che la polarità rispetto alla quadrica 


2ip + pe S XE — Dany” = 0 


che chiameremo la quadrica di Cech. Le quadriche nel fascio deter- 
minato dalla quadrica di Cech, e dall iperpiano tangente p? = 0 
contato due volte sono tutte e sole le quadriche che intersecano V, 
nel cono di direzioni avente per equazione F4 = 0. Infatti un punto 
di V, posto in un intorno di O ha per coordinate 


x + dx @+ et. 


(*) Si ricordi la definizione di X, E del $ 104 C. Si vede facilmente cho 
al punto 


Xx + Ev xi + d 24n Lrs 
corrisponde il piano 
AE + Iv w t + X Ars Ens 


anche supponendo che gli indici delle @ e E indichino derivate ordinarie (non 
covarianti), 
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= v + Dediu + Cad + Xv, du, du) + 


+ + (Ea, 09 u, + 3 X x, du, 0* u, + Ev, du, du, du,) 
ciod, tenendo conto delle equazioni fondamentali : 


Az--pX--XÀXvx, ove: 


NEA, + + Sp, du, du, + S 
1 1 SEES 
pp = q Fa + 3 20m du, 0 u, + vt 


y! = du, + + òt u; + a A,du,du, +... 
Cosicchè in un punto dell’intorno di O si ha: 


2X y. — Dapy = F, + Xa, du, Du, + Th — Fr — 


ano) Lan du, du; we r La, du, du, du, + seo =F st ... 


I termini di grado inferiore (terzo) si annullano appunto sul 
cono F¿=0. 

A questo proposito, anche senza entrare in particolari di 
dimostrazione, vogliamo aggiungere una osservazione. Come risul- 
terà da un teorema di Cech, che ben presto proveremo, il luogo 
delle rette polari di un punto z' dell'iperpiano tangente rispetto 
alle coniche osculatrici delle sezioni di V, con un piano S pas- 
sante per la retta z'z è un iperpiano &' passantè per w. Questo 
iperpiano & si può anche definire come l'iperpiano polare di z' 
rispetto a una qualsiasi delle quadriche del $ 104 4 e B, a cui 
corrisponde un cono €^, di direzioni contenente la retta a’ x. Nel- 
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l'uno o nell'altro di questi modi equivalenti si stabilisce una cor- 


rispondenza birazionale tra gli iperpiani é della stella x e i 


punti +’ dell’ iperpiano tangente Ẹ (*). Agli iperpiani &' che passano 
per una retta generica uscente da x corrisponde nell’iperpiano 
tangente & (ad n dimensioni) una ipersuperficie (ad n —1 dimen- 
sioni) cubica con punto doppio in v, la quale ha in æ il cono 
F, =0 di direzioni come cono tangente; questa ipersuperficie è 
immagine del sistema lineare delle forme 4b, (**. 

5 Al teorema di Moutard corrisponde un analogo teorema di 

ech. 


B) Teorema di Cech. 


1. Sia w un Sy (1<v<Nn—1) tangente in un punto O 
ad un ipersuperficie V, (con 420; le quadriche di Cech in O 


(a y dimensioni) delle ipersuperficie Vy sezioni di X mediante tutti 
gli spazi S,,, passanti per w riempiono una quadrica ad n dimensioni. 
Posto y=1, n= 2, si ottiene il teorema di Moutard. 

Per dimostrare il teorema nel caso generale, scegliamo la 
piramide di riferimento [indico con +, %y,+.. ape le coordinate 
omogenee] in modo che le equazioni di w siano 


= =... = Puya = 0 


ed inoltre che x,= 0 sia l'equazione dell'iperpiano tangente a 
V, in O. In O si avrà pertanto : 


0%, Ôm _ ORTA 
(1) pra rra ad 7m 


Scegliamo i parametri 4,, w4,..., Y, in modo che le tangenti a 
Y, in O situate in © siano quelle per cui 


(*) Se n=2, tale corrispondenza è la corrispondenza X, di Moutard 
studiata al Cap. IX, 

(**) Cfr. E. Bertini, Introduzione alla geometria proiettiva degli iper- - 
spazi, 2% ed., Cap. XV, n° 1, 
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(2) Uy = ys = + .. du, =0. 
Un S, passante per w è determinato da equazioni del tipo: 
(3) %—1A2=0, Ts — lt =0,... Cay — Any 0, = 0 


in cui le À siano costanti qualunque. Esso interseca V, in una 
Vy ; le coordinate dei punti di Vy si ottengono facilmente in fun- 
zione di 4,, uy, ..-ty; basta infatti, date lo æ... 2,4, su V, in 
funzione di 4, ,...4,, calcolare ,,,...u, come funzioni di uy... Uy 
dalle equazioni (3) ottenendo p. es. 


typi = Pyp (ns Ugo Uy; A, da + + day); 
(4) 
wu, = Qu (Ur, Was: dg Âge ee An) è 


e sostituire poi le Yy» al posto di uyy, nelle aj. Dall’ ipotesi (2) si 
vede subito che si ha in O, qualunque siano le A, 


EA A: Ce si 
(5) i maf Du 0::(621,.2 y) 


Calcoliamo anche i valori delle derivate seconde delle ọ in O. 
Dalle (3) si deduce 


deo 3 (Ps dn, Pe tn 
Qu, Qu; CX du; + QujOu, Ou, "m 


0? xp 0f» ô i Y CET 0? 9, E Y | 0*2, SÙ 
k,l Qu, du, Qui QU; A k QU. Ô U; Ô y Pe du; du; 


n (pitt dp n Ph) ale de a 


k Qu, Qu, Qu; du; Qu, du, k,l Qu, du, du, Qt 


pase nl. Pt v Ae 
x du, Ou,Ouj i,j=1, 2...v; b lI=v+1,y+-2,.... 


t 
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Nel punto O valgono le (1) e le (5), sicchè le precedenti si ridu- 
cono ivi alle 


0? xp 0xp 0%, “i CEA 
dudu ' 4 Ou, Ou,0uj C! QuOuy ' 


(p= 2, 83...» —» +1, k=v+1, 


Il determinante p 

Qu, 
: v+2,...2) si riconosce subito diverso da zero, sicchè si trova 
3 nel punto O 


0% i 
(6) e TR = e. + e My + a + Aa a 


dove le o sono costanti numeriche, 
C) Continuazione e fine della dimostrazione. 


Passiamo al calcolo delle forme fondamentali Fs, F; per Vy. 
Essendo F,, F quelle di V,, dalla formola del $ 104 (5) e 
dal secondo teorema del $ 104 D si deduce tosto che 


E Fi = [6f], FÉ E (n— 3 = Fi) $ 
pov dove (anche nel seguito) le parentesi [] indicano la sostituzione (4) 


e c si sceglie in modo che P risulti apolare a F$. Ciò determina 


í do >. 
univocamente val sia 


(7) B S Edu +... + En du. 


a É importante osservare che, lasciando le A indeterminate, le £ 
Di risultano funzioni razionali delle [an], [a] e i (b = y + 
i 


T1,...5, $2 1... y), sicchè le e sono polinomi lineari nelle 
t t 
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0? Pr ; 1 sata $ ^ 
Du, du, con coefficienti funzioni razionali delle [an], [as], 
Ô as Ô lai 0 9, ECT ; 
ESI | du, | 2454 Le (5) e (6) mostrano quindi che 
si ha nel punto O 
E, — e, 
(8) 
jut EP H A 


dove le e sono costanti. Di più, comunque si fissino le A, il 
secondo membro della (7) è un differenziale esatto. Per fissare 
completamente o, noi poniamo la condizione che sia o — 1 nel 
punto O per tutti i valori delle A; sicchè in O 


0o do 9E, 
(Duy dS, ur ADU EIE C BA 


Dalla prima nota a pié di pagina al $ 105 A risulta, ragio- 
nando similmente come al $ 105 D, che l’ Sy polare del punto 


ô [x x 0? 
9) ele] + pa Le] +. tw EL EI. By uri 
rispetto alla quadrica di Cech di Vy sta nell’ iperpiano 
des 4. 8* [08]. 


+ 2 Bi Fade; 


(10) p [o8] + ba 7° + py 


ô [o$] 
Quy 
dove [oF] = Sbydu;du; e By sono i complessi algebrici di bj; 
nel det, |b;;] divisi per il det., la parentesi [ ] indicando al solito 
la sostituzione (4). Ora per i valori delle u corrispondenti al 
punto O, le (9) e (10) diventano per le (5), (6), (8) e (8): 


es da dx 
E cep go ibi De "ra rai Sta + zop a 


"^ ne Te al Do D À x Tode fe 
4 LA? T Sa ^l ed a + Ss ui "e- E 
EREZ QU SM T Ver SUR &- Frs FIAT 
- AA vy s 


~ e i 
et p Le 
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E dx dn 
x DU n=V) 
E> +M50% du, tot dy DOK du i 
È n= né mor tate LI ret 
E: e*t t E 
E TO (a d Erden): 
E +500 25. 4 pog + ; 
E : 5 i k Qu, t 
o taag DUE) do. dd (DOG + DI) A 
4 y 
È: ($4221,2...»; b=vw+l, 94-2...) 
ES dove 4 
2 È > oj =D Ayoh ) DA = DANS (p =0,1,2...n— y). 3 
a — N punto y sta sulla quadrica di Cech di Vy se S yn =0. Ora A 
59 questa è un'equazione quadratica (non omogenea) (che sarebbe b: 
4 = facile serivere) negli n + 1 parametri E. 
E Us gu rg SE dg e e Anay + È 
È: $ Potendosi tali parametri riguardare come coordinate (non omog.) - # 
% di y, i) teorema è stabilito. à " 
Es $ 106. — Rette normali; coordinate normali. - 
EL Sia per ogni punto æ di Vy assegnata una retta uscente da a 1 
Ad e non posta sull'iperpiano tangente 6; sia 23s un punto di 
E questa retta, Sarà 
s 
k- Séx +0. 


o condi 
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Ogni altro punto della retta avrà coordinate del tipo æ& 4 px; 
affinchè esso sia un fuoco, cioè sia intersezione della retta consi- 
derata e di una retta infinitamente vicina uscente dal punto 
x+ de= æ+ Erdu della ipersuperficie V, dovranno esistere 
due parametri f, y tali che: 


d(z' + pæ) = Bæ +yz. 
Scriviamo le coordinate +’ nella forma 
x =x + X + Lula, 
L'iperpiano 6, + 4,6, che passa per v, passerà anche per + se 
0=8% (E +0) — —w -- a, ossia = v, 
ove v, à il sistema duale del sistema controvariante y' 


y=Za,v, Y =2A,.y, 
r y 


Dire che d(z'-- pæ) è combinazione lineare di x, z' è come 
dire che esso giace sugli iperpiani 6, + w; (che si intersecano 
appunto nella retta considerata) cioò che 


S (& + Sd (x + pa)=0, ossia S(z' --pa)d (& + v) — 


cioò 
32$ 


Zdun pan + Sx SR 


Ty ET ERE: wb id =0. 


Eliminando le du,, si trova un'equazione di grado n in p, a cui 
corrisponderanno » fuochi del nostro raggio. Supponiamo che essa 
abbia tutte le radici distinte ; è facile riconoscere che le » direzioni 


corrispondenti du, :duy:,..: :du, sono « 2 a 2 coniugate rispetto 
ô ôy 

al cono asintolico, soltanto se e ——- , ossia so Dydi è un 
du, Qu, ?. 


differenziale esatto dv (ciò si prova p. es. scegliendo le « in modo 
che nel punto considerato queste direzioni coincidano con le 


PrO 


624 CAPITOLO DODICESIMO [8 106} 


direzioni coordinate [du, = du, =...= du, = du =... = 
= du, = 0] e imponendo poi la condizione an = 0 per ik). 

Viceversa, se X2y, du, è un differenziale esatto, cambiando il 
fattore di proporzionalità per la x, 6, potremo rendere v, — 0. 
Ed è facile riconoscere che nelle nostre ipotesi le n direzioni con- 
siderate sono (per v,— 0) a due a due coniugate rispetto al cono 
asintotico, 

In tal caso l’insieme delle nostre rette si dice essere una 
congruenza coniugata alla V, (estendendo locuzioni già usate nella 
teoria delle superficie). 

Le congruenze coniugate a V, sono quelle formate dalle inter- 
sezioni dei piani (ev È),, che coincidono con la retta congiugente x ad 
X + Xv'x, In altre parole, facendo variare il solito fattore di pro- 
porzionalità, si ottengono dalle rette intersezioni dei piani È,, ossia 
dalle rette congiungenti x ad X. tutte e sole le congruenze coniugate 
alla nostra ipersuperficie (almeno se ci limitiamo a congruenze 
con fuochi distinti) Per questa congruenza le » direzioni citate 
sono quelle dello n°"° autopolare rispetto al cono asintoto F= 0 
e all’altro cono quadrico definito dall’ uguagliare a zero la forma 
TI =Y7,,du,du, duale della forma P. 

Ad ognuna di queste congruenze potremo dare il nome di 
congruenze delle normali. Come ne sceglieremo una nel modo più 
semplice possibile? Questa domanda, per quanto ora si è detto, equi- 
vale all’altra: Come si fissano nel modo più semplice i fattori di pro- 
porzionalità per le coordinate di punto æ e di iperpiano tangente, ben 
inteso in modo che sia sempre soddisfatta la (5) o la (6) del $ 104 B? 
O, in altre parole ancora, tra le coppie di forme a, py tali che 
Pa: Pg = Fa: Pg, come ne fissiamo una in modo intrinseco inva- 
riante col metodo più semplice possibile ? Noi p. es,, analogamente 
a quanto si è fatto ($ 15 C) nel caso n=2, potremmo (F) co- 
struire un invariante assoluto I del sistema delle forme Fa, Fs 
formando il quoziente di due convenienti potenze dei discriminanti 
di F} ed F, e moltiplicare poi le x, é per un tale fattore che 
questo quoziente Z abbia, se possibile, un valore numerico prefissato. 
Ma per n>2 vi sono altri metodi: quelli (F) che, invece che ai 
discriminanti, ricorrono ad altri invarianti del sistema delle forme 
Fs, Fa. Tutti questi metodi ricorrono per la determinazione di 
p a sole derivate terze. Questa molteplicità di metodi che si pre- 
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senta nel caso n >2 è dovuta al fatto seguente. Se p e p' sono 
due fattori, ciascuno dei quali può servire, secondo i metodi pre- 
cedenti, a normare le coordinate e le forme fondamentali, allora 
0p:p (che è un'espressione formata da prodotti e quozienti di 
invarianti simultanei di F}, Fa) è una curvatura proiettiva della 
ipersuperficie; un numero ciod (dipendente da derivate di ordine 
non superiore al terzo) di caraltere intrinseco invariante. Queste 
curvature non esistono nel caso n = 2, 

Per la generalizzazione alle ipersuperficie della nozione di 
linee di Segre rinviamo alla Memoria del Ögon : Z fondamenti della 
geometria proiettivo - differenziale secondo il metodo di Fubini. (Ann. 
di Matematica 1923 Ser. 3 tomo 31), ove si troverà anche una 
generalizzazione delle superficie isotermo — asintotiche. 


$ 107. — L'applicabilitá proiettiva delle ipersuperficie. (F) 


I metodi stessi, che abbiamo usato per le superficie e per i 
complessi di rette, si applicano sia alla definizione di ipersuper- 
ficie proiettivamente applicabili, sia al teorema : 

Condizione necessaria e sufficiente per V applicabilità proiettiva 
di due superficie è che abbiano uguale elemento lineare  proiettivo 
F,:F,, o, ciò che à lo stesso, che le coordinate omogenee dei loro 
punti si possano scegliere in modo che le due ipersuperficie defini- 
scano una stessa coppia di forme F, ed Fy. Trovare le ipersuper- 
ficie applicabili su una ipersuperficie data corrisponde dunque, 
date le forme F, ed F, a trovare le possibili forme P tali che 
Siano soddisfatte le condizioni di integrabilità delle equazioni fon- 
damentali, che senz'altro riscriviamo : 


(1) Los = XagaAqnz; + Ape X + Dos t. 
Le condizioni d'integrabilità sono : 
ost -— Xpts = — X (st, ph) Ank tx 


che seriveremo nella forma: 


IR ze reae e [T vac DENN. TN 
Y 


y ¿ Te : 
x d E " 
wl, P ess We em, e Y acd RR ST 
* + , - ri 


EN 
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(2) 24, (Lou — ou) = — X (st, ph) Am Anp Ln 5 


Porremo anche: 
(3) A m pet Xe =9 0 + 2 Ayr, 


Porremo pi ti Sviluppando (2) tenendo conto delle (1) 


e (3) si deve ottenere una identità in z, x,, ed X. Ma il coeffi- 
‘ciente di X si riconosce tosto nullo nei due membri Uguagliando - 
pertanto nei due membri i coefficienti di +, e di x, si trova: 


(4) [s4 rk] bia Nro E xxr) Mir ls + Um p: — Max Di . 


(5) nda [Pos — pou + à (spn pt — iph dl + Nes Je "jag, = 0 À È 


ove è posto: = 1, ‘Ms — 0 per r+s, ed è posto anche 
[s^ rk] = 3 Au Aro X 
x [tn — ttes + (ts, ph) + A Ay (apu Ans — At] (*). 
- 


Esprimendo che, derivando le (3), si trova POL P dE si de- 
duce in modo simile : : 


I d =l a i E 
(6) {et Zn Ay pa = ga + Zn Ay Pi | 
j Gila — Ja Nin t X Ann a — la) + Di (1 dom — ld apn) An=0. 


Le (4) danno 


(*) Si notino le identità: [st, rk] = — [ts, vk] 


[st, rk] + [st, kr] = ie Ari Ang (tjus — Ajin) 


[st, sk] — [ts, ks] = 2 Ar Asi Qn + 
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| [st, rs] - —pi (per tr, rto ts) 
| [h es] ——»t (io 


T - 
R | p^ s=; (ks, tr a+r) 


[st e] - -- 3. (1) 
mentre la relazione di coniugio di P ed P, dà: 


(8) Ep =0. 


Se n>2, ed r+t, potrò trovare un indice s differente sia da r, 
che da /; cosicchè la prima e la terza equazione danno tutte le l, 
pt in funzione dei coefticienti delle forme Fs, Fa, dai quali sol- 
tanto dipendono i simboli [... |. L'ultima poi delle (7), insieme 
alla (8) permettono di determinare le pf e le 7. E l’ultima delle 
(6) permette poi di determinare anche le g,. Dunque, date le 
forme F, ed 7}, sono determinate le g, le 7, ed anche la forma P. 

Dunque: Una ipersuperficie (ad n >2 dimensioni di uno- 
Spazio ad n + 1 dimensioni) è proiettivamente indeformabile. Cioò : 
Due ipersuperficie proiettivamente applicabili sono anche proiettive 
tra di loro. Questi teoremi valgono naturalmente nel caso: A + 0 
ciod per le ipersuperficie luogo proprio di co” punti, e inviluppo di 
œ" iperpiani. Del come si possa estendere la ricerca al caso A==0 
hon ci occuperemo qui rinviando a una nota di uno degli A. (*) 


Sarà bene piuttosto vedere con Cech il significato geometrico 
di alcune delle quantità che si sono presentate nel calcolo prece- 
dente, Così la Xl, du, du, = 0 (ovo le du; du, definiscono due 
differenti direzioni) è un'equazione di carattere intrinseco. Sia t 


- 


(*) Pubini Il problema della deform. proiett. delle superficie, Rend, 
della R. Accad. dei Linoei, ser. b, vol. 27,, pag. 147 (anno 1918). Chi desi- 
deri vodero como si possa affrontare la ricorca delle ipersuperficie con un 
luppo continuo di deform. proiettive in sò stesse veda la Mem, dello stesso A, : 
Fondamenti di geom. proiettivo - differ. Rond. del Ciro. Matem. di Paler- 
mo (1910) tomo 43. Cfr, anche Oarrax Sur la déform. project. des surfaces. 
Annales de l École Norm. Supér. 
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la retta tangente a V, nella direzione definita dai du, e © la tan- 
gente all’ ipersuperficie luogo del punto X nella direzione dei du, 
t' la tangente a V, nel punto considerato che incontra ©. L' equa- 
zione citata è la condizione perchè t e t' siano coniugate (rispetto 
al cono asintoto). Ciò si dimostra subito, osservando che « è la 
retta dal punto X al punto X X,2u, = Dg, du, + DAjljtdU,; 
cosicchè # è la retta dal punto z al punto x + Ez,d'u, ove 


d'u, = ZAiljdu,, cosicchè 
ri 
Land'udu, == Xl, du, du y D 


La equazione Eg du, — 0 caralterizza quelle direzioni, tali che la 

tangente alla direzione corrispondente sulla ipersuperficie luogo del 

punto X incontra l'intersezione degli iperpiani È e E. 
Accanto alle (3) valgono formole duali : 


(3) vis E, =y + z Nê 


Da esse si trae 


v=S8SXE,, gi=SX,E, donde: 
Ey, du, + D gidi =d8XE. 


Quindi in particolare, se uno dei differenziali Xy,du, e Xg,du, è 
esatto, è esatto anche l’altro. Teorema che si può rendere intui- 
tivo nel modo seguente. Se g è una funzione il cui differenziale 
à Xg,du,, allora l’iperpiano passante per X— gw e tangente 
alla ipersuperficie W luogo di questo punto (determinata a meno 
della costante additiva che figura in g) è l'iperpiano passante per 


X—gw e per i punti 
(X — 02): =92% + la. 
Se questi punti sono indipendenti, esso passa per tutti i punti æ, cioò 


passa per l'intersezione degli iperpiani £ e E. Viceversa, se esiste 
una ipersuperficie W posta in corrispondenza biunivoca con V, e 
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tale che un punto di W stia sulla retta (x, X), mentre l’iperpiano 
tangente passi per l'intersezione degli iperpiani omologhi 6, E, 
il differenziale Eg,du, è esatto. Ma, poiché le ipotesi fatte sono 
autoduali, ne segue che anche X;du, è esatto, come avevamo già 


provato per via analitica. 


$ 108. — Alcune generalizzazioni. 


La precedente teoria si può generalizzare alle varietà di oo” 
elementi, ciascuno composto di un punto z e di un corrispondente 
iperpiano é che passa per æ, dipendenti da n parametri u, e sod- 
disfacenti alle: 


Sea ia =8 2 =0,, 


anche quando lo spazio ambiente è a n + d + 1 dimensioni con 
d>0. (Per d=0 si ritorna alla teoria delle ipersuperficie). 
Pongasi 


F, = Séd'a=—Sdéda=Sxd*°é= Ea,,du, du, 


Py = +8 (dad — dida) = Xa, du, du, din. 


Moltiplicando le x per uno stesso fattore p, le € per un fattore o, 
i nostri elementi restano immutati, e le forme F,, P, si mutano 


3 3 
in por, pad, + -> (odp —pdo) F, = po le. + 3 Fadlog È : 


Nel sistema lineare P, -+F X du, potremmo scegliere una 
forma F, apolare ad F, almeno se (come supporremo d'ora in 
poi) il discriminante A di F,, è diverso da zero. Ma generalmente 
non si possono, se d — 0, determinare, come per le ipersuper- 
ficie, i fattori p, o in modo che ®y coincida con Fg, ossia non 
Potremo più scrivere le relazioni di apolarità tra 2a,, du, du, du, 
ed Fy. Per definire un punto analogo al punto X, dovremo per- 
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ció accontentarci di definirlo come uno dei punti ché soddisfano 
alle : 


SEX =1 S&X=0 (i=1,2,..., n). 


Se X è una soluzione di queste equazioni, le altre ne differiranno 
per una combinazione delle xo) (A =1, 2,..., d), essendo +, 
XO) d + 1 punti linearmente indipendenti soddisfacenti alle: 


SEXO —0 SEXOW=0, 
e cioè posti nello spazio (pseudonormale) caratteristico intersezione 


degli iperpiani £ e é,. Si noti che l’apice (A) non è qui un sim- 
bolo di calcolo assoluto. In modo correlativo si definiscano E e 


EO), Valgono equazioni del tipo: 


qu, = Za, Auti + a4, X + Pra ® TE pa) xo) 
is m Xa, Ay És st a, 3 4 t6 + y A a0), 
À 


Diciamo che due tali varietà V,, V; di elementi in corrispon- 
denza biunivoca sono proiettivamente applicabili in due punti omo- 
loghi A, A', se, proiettando dallo spazio caratteristico di V, i piani 
osculatori in A alle curve di V, uscenti da A, e dallo spazio carat- 
teristico di V; i piani osculatori in A' alle curve omologhe di V!, 
uscenti da A', si trovano stelle collincari. 


Vale il seg. teorema di Cech, per la cui dimostrazione (affatto 
simile a quella da noi data per le ipersuperficie) rinviamo alla 
Mem. del Cech più volte citata : 

Due varietà V, e Vi, sono proiettivamente applicabili, se hanno 
uguale elemento lineare proiettivo Fg: F,. Ne segue che, in caso 
affermativo, anche le varietà correlative sono proieltivamente appli- 
cabili tra loro, 
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8 109. — Le superficie V, non paraboliche in S, 


e la loro prima forma fondamentale. 
N 


Diamo un altro esempio del modo con cui i metodi svolti in 
questo libro (*) si possono applicare ad altri tipi di varietà 
iperspaziali, studiando le varietà V di punti a due dimensioni 
contenute in uno spazio a quattro dimensioni, in cui 2, y, 
2, t, w 0 6, Y €, ©, © sono coordinate non omogenee di 
punto o di iperpiano. La V sia definita dando queste in funzione 
di due parametri u — w, e v — us. Soli iperpiani tangenti sono 
gli co! iperpiani soddisfacenti a 


(1) Ster= SET = 860 = 0; 


Cerchiamo se tra essi ve ne sono di quelli bitangenti, ciod tan- 


genti in due punti x ed v+ dx, così chiamando gli iperpiani 
Soddisfacenti alle (1) e alle: 


—___ 


(*) I risultati di questo e dei seg. $$ sono dovuti al Fubini, Questi in 
altro due Note: Nuove ricerche di geom. proiettivo - differenziale (Rend. della 
R. Acc, dei Lincei ser, 6 vol. 29,) e I differenziali controvarianti (ibidem) si 
Propone di esaminare come i metodi svolti in questo libro si possano appli- 
Care alla varietà V; luogo di punti contenute in uno spazio Saja ad n +1 


dimensioni por 2<r<»n. Uno dei metodi proposti è di studiare l’ insiemo 
delle proiezioni di V, sugli Ski di Sup, proiezioni che in S,y1 sono iper- 
Superficie; le forme F, ed F} per queste dipendono dalla proiezione eseguita ; 
© perciò, data V, non sono determinate, ma descrivono sistemi lineari di 
ormo, L'estensione duque si ottiene sostituendo a una coppia di forme 7, ed 
P a la coppia di due sistemi lineari di forme quadratiche e cubicho, la cui 
Oria è ancora da costruiro, 
Si potrebbe anche cercare di costruire una teoria cho assuma a punto 
partenza delle forme isolate; ma non sempre si trova facilmente come 
Prima forma una forma differenziale quadratica, Si presentano di solito invece 
formo di grado superiore al secondo, Se quindi non si riesce, coi metodi della 
teoria delle forme, a dedurne delle forme covarianti quadratiche, bisognerebbe 
costruire un calcolo assoluto rispetto a forme di grado maggiore di 2, Cosa 
molto complicata, perchè si trovano formole in cui compare a denominatore 
O Hessiano della forma considerata. 


en 


be 

3 

p2 
T 


CAPITOLO sobrio [$ 109] 
Bt d INERTI 

cioè alle: 

(2) Sex = Sêx, = Sêm = Sido, =Sído, =0. 


Queste equazioni nelle £ sono compatibili se 


(3) (2, 2,, 25, du, de) = 


Questa è evidentemente un’ equazione di carattere intrinseco inva- 
riante. Posto 


(x +, v, de, de) = 2b,,du, du, , 


si debbono distinguere due casi : 
a) Il caso (parabolico) in cui B —5,5,,— bie =0, che 
noi per brevitá trascuriamo : 


B) Il caso generale in cui B+0. Cominciamo ad occuparci 
di questo, ponendo : 


(tx, vado, dits) 


yii 


= Xa, du, du, = F; 


2 Bia 
il cui discriminante À vale B:|B|* =/B . 
Questa forma à propriamente intrinseca, è invariante per 
trasformazioni a modulo + 1, cambia di segno per collineazioni 
5 


a modulo — 1, si moltiplica per p? , se moltiplichiamo le &, y,..* 
per uno stesso fattore positivo p. É utile osservare però che noi 
potremmo trascurare le collineazioni a modulo negativo anche 
perchè, cambiando di segno tutti i coefficienti di una collineazione, 
questa non muta, mentre il suo modulo cambia di segno. 

Le due direzioni soddisfacenti alla F,= 0 sono le direzioni 
corrispondenti ai due iperpiani bitangenti, che noi indicheremo 
con &! e £9, 

Il fascio AE + pé® è il fascio degli iperpiani Sy tangenti; 
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il suo sostegno è il piano S, tangente. Un iperpiano tangente in- 
contra la superficie V, data nelle due direzioni determinate da 


0 = SME + pi) dx = —18Sd¿Vdx — y Sdt" da = 
= AS ede EM + Sdi, 


Al variare di À, pu, questa coppia descrive un’ involuzione, i cur 
raggi doppii sono le direzioni definite da F, — 0, che si ottengono 
ponendo A =0 oppure y — 0. Infatti (p. es. per p = 0) si ha 
la coppia 


SE da = SEU (x, du? + 22%, dudv + 2, du?) = 0. 


Ma il primo membro è un quadrato perfetto; infatti la direzione 
corrispondente su V, a £% annulla Sé? dz, = SÉ" (z,, du + dm dv) 
e Sé da, = SEP (v, du + z,,dv), ciod annulla le derivate (rispetto 
a du o dv) del primo membro della equazione considerata. 

Quindi: Mentre un iperpiano generico tangente in un punto 
generico O di V, incontra V4 in una linea che in O ha un punto 
doppio, i soli iperpiani EW e & la incontrano in una linea che in 
O ha un cuspide, e si dicono perciò iperpiani cuspidali. 

Così si possono chiamare cuspidali (principali, caratteristiche) 
le linee di V, per cui P, =0. Esse formano 2 sistemi di oc! 
linee ciascuno, e sono in qualche modo l'analogo delle asintotiche 
di una superficie dello spazio ordinario. 

Ancora una osservazione sulla forma F, che noi assumeremo 
a base di un calcolo assoluto. I 6 punti +, 2,, 2$, 24, viz, aa non 
possono essere linearmente indipendenti, perchè punti di un Sy. 
Tra essi intercederà pertanto una relazione lineare completamente 
determinata (a meno di un fattore inessenziale. Perché se ne 
intercedessero due, allora p. es. le wu, te sarebbero combinazioni 
lineari di x, z,, %,, z,,; altrettanto avverrebbe di da,, dx,; e 
quindi le 5,, sarebbero tutte nulle, mentre qui si suppone 2 +0. 
Tale relazione lineare si trova subito. Aggiungendo alla matrice 
Ce 2, 2, %,1 239 Yag) una riga uguale alla prima, si ha un determi- 
nante di sesto ordine con due righe uguali e quindi identicamente 
E Sviluppandolo secondo gli elementi della riga aggiunta si 
rova 


DE RATIO 


AAA al 


TAi 


ESA 
L ali e 


ER 


H 
+ 
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(22,2, 11 719) Ugo — (UL, Ly E] Ugo) tig + (22,2% ya Vaa) Viz — 


— (225 2,4 Vig 259) Va + (82, 8,1 Lyg Ugo) Vy — (Li to Lir Vig Tag) 7=0 


cioè, dividendo per 


8 8 
AV[B|=e/B® — (s—sgn A) 
(4) Aata + 2 Aq 24, + App + Ua + a, + ma 0 
ove le 7, m sono definite dalle: 


8 
m = — 8 (24242,1213 253): yp: 


8 


10 dy — W du = e (x dz ty tia duo) : VB? 


(Notisi che (x dx 2,255255) : /|B| è un'espressione intrinseca). 
Se ne deduce subito che le linee principali coincidono con le 
caratteristiche dell’ equazione cui soddisfano le coordinate dei punti 
della V4: ciò che spiega perché a tali linee si dia anche il nome 
di linee caratteristiche. 
Assunte a linee w, v le linee cuspidali, si ha a, = 499 = 0, 
e Xu = Xg; O tale equazione diventa: 


(5) 2 A9 t, + Um, + ax, +ma=0. 
Gli iperpiani cuspidali &" e £% diventano l'uno l'iperpiano 
(Lulo Tuu) passante per i punti 2, Vu, y, au 
l'altro iperpiano 
(Lulet) passante per i punti z, Luy z,, tn. 


Ciò rende evidente che: Gli iperpiani cuspidali sono quegli iper- 
piani tangenti che osculano (hanno un contatto tripunto con) le 
linee cuspidali, I due piani Sy osculalori alle linee cuspidali di un 
sistema in due punti consecutivi di una linea cuspidale dell’ altro 
sistema giacciono in un iperpiano cuspidale, Infatti i piani oscula- 


“ 
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tori in un punto x e in un punto ® + z,dv alle linee v = cost. 
uscenti da essi sono i piani l'uno dei punti z, z,, z,,, l'altro 
dei punti v + r dú, Lu + z,,dv, à, + Cu dv. In virtù della 
(5) e della equazione che se ne deduce derivando rispetto ad u, 
si riconosce che questi punti giacciono tutti nell'iperpiano dei 
punti 4, Qua Vss. Puu 

Poiché le proiezioni V; di V, su un Sg hanno in questo $, 
per coordinate di un loro punto quattro combinazioni lineari a 
coefficienti costanti dello +, y, z, t, w, che ancora soddisferanno 
alle (4) o (5), si ha: Alle linee cuspidali o caratteristiche di V4 cor- 
risponde su una superficie di Sy, che dalle V, si ottenga con una 
proiezione, un sislema coniugato. 

Le tangenti alle linee cuspidali di un sistema in due punti 
consecutivi delle linee cuspidali dell'altro sistema [p. es. la retta dei 
punti x, x, e la retta dei punti æ+ x dv, %, + %1a dv] giacciono 
nel piano S, tangente (piano dei punti x, tu, X.) e perciò si incon- 
trano in un punto. Altrettanto dicasi per le tangenti alle linee cuspi- 
dali dell aliro sistema. I due punti 2A yx, + °x, 2429 + Wa 
così ottenuti sono quelli che si ottengono da x mediante la trasfor- 
mazione di Laplace applicata alla (5). Essi generano pertanto due 
superficie, trasformate di Laplace della data, tra cui intercede cor- 
rispondenza delle linee principali. 

Risultati correlativi si ottengono per i sistemi W, di oo? iperpiani. 

Per ogni iperpiano x di W esistono co! punti di contatto posti 
su una retta, Da ognuno di questi punti P escono due iperpiani 
di W infinitamente vicini a x; cioè il cono circoscritto a W da 
uno di questi punti P ha x come iperpiano bitangente. I due iper- 
piani citati coincidono per due sole posizioni P' e P" del punto P: 
cioè i coni circoscritti da P' o da P" a W hanno, potremmo dire, 
* come iperpiano stazionario (*). Possiamo definire (per dualità) le 
Sviluppabili principali ecc. eco, 

Applichiamo questi risultati alle due varietà WW e W® do- 
Critto dagli iperpiani &" e £”. Occupiamoci p. es. di 


EO = (X m, Vy Lun) è 


(*) Ciod sono duali di una linoa in cui a x corrisponde un punto doppio 
A tangenti coincidenti. 


* 
Es 
- 
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La retta di contatto corrispondente à l'intersezione di £%, &D, €, 
E, per semplicità di calcolo, scriviamo la (5) nella forma: 


(6) gu, = gU 2, + g? 2, nx. 


Si trova, scrivendo senz’ altro è anzichè £%, e tenendo conto di questa: 


p» gue + (x Vu Vo A) 


(7) 
È, sai 29 È Hi (xx, Too Cuy) Ù 

I punti z ed +, giacciono pertanto in é, é,, &. Quindi: La rigata 
delle rette tangenti alle linee principali v = cost. è la rigata delle 
rette di contatto della varietà WU formata dai corrispondenti iper- 

piani principali &?. E un risultato analogo vale per W'?, E si 
osservi che tale rigata è il luogo dei dedo x+ wr, (*) e che ap- 
punto valgono le: 


S& (x + wz,) = S& (e + wo), = S$ (x Hwt) = 
= K (x + we), —0 


ciod che la rigata V4 formata dalle tangenti alle linee principali 
v= cost. ha come iperpiano tangente lungo tutta una generatrice 
il corrispondente iperpiano principale E", 

Si può dimostrare facilmente che le due rigate Vg sono tra- 
sformate di Laplace V una dell altra, e che le corrispondenti svilup- 
pabili principali o caratteristiche corrispondono proprio alle linee 
principali della superficie iniziale Va. 

Infatti i sei punti z, Lu, Ley Vuus Tovy Cuuu di uno spazio 
a quattro dimensioni non possono essere linearmente indipendenti, e, 
poiché i primi cinque non sono legati da alcuna relazione lineare, 
l’ultimo z,,, è combinazione lineare dei precedenti, Basta dunque 
vedere la prima delle (7), e ricordare la definizione di £% e &" 
per dedurre che El è combinazione lineare di € e di £%; altret- 
tanto si trova per £P: ciò che prova il nostro teorema. 


(*) Non si confonda con la w del $ 109. 
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Troviamo su una generatrice di una delle nostre ipersuper- 
ficie rigate, p. es. di Vj! i due punti principali. Essi sono i punti 
+ comuni a £, &,, €, e rispettivamente a É,, od a w; cioè essi 

sono quei punti z' = v + w'x, della retta di contatto che sod- 

disfano alla: Sé =0 [oppure Sé, = 0], che, per le 
be Sx — 0 [Séz =0] è equivalente alla Sé, = 0 [oppure 
Sé,«, — 0]. Il primo punto è perciò z' = x (per cui w = 0). 
Il secondo è a'= z, — g?z, per cui x = gx, + (n + 99) a. 
Quindi : 

I trasformati di Laplace del punto x sono insieme allo stesso 
punto x , i punti principali delle due ipersuperficie rigate formate 
dalle tangenti principali dell uno o dell altro sistema. 


$ 110. — La seconda forma fondamentale di una V, in 5,. 


A) La forma F;. 


Per completare la determinazione della nostra superficie oc- 
corrono altri elementi oltre la forma F, e l'equazione (4) o (6) 
del $ 109. Per trovarli potremmo ricorrere a semplici considera- 
be zioni analitiche, o procedere per via geometrica. Scegliamo questa 
- Seconda via. Gli Sa osculatori ad una linea CO uscente da un punto 

x di V4 sono quelli determinati dai tre punti 


x, Ex,du,, Zx,0°u, + Xx, du,du, . 


Se noi teniamo fissi + e la direzione du, : duz, facendo variare 
la linea C uscente in questa direzione, gli S, osculatori descrive- 
ranno lo Sg determinato dai punti 


s | S, Lys Ce, Aadi Mb 


che noi chiameremo lo Sa osculatore nel punto z alla direzione 
du : dv, perchè è osculatoré a tutte le curve uscenti da æ in tale 
direzione. 

Quali sono le curve tali che lo Ss osculatore in un loro punto 
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alla loro direzione coincide con lo Sa iperosculatore alla curva ? 
|. (cioè ha un contatto quadripunto con questa ?). Esse sono eviden- 
temente le curve, per cui la forma impropriamente intrinseca - 


i| 
(1) a e Bis La, A Lr du,du,, d3x) 


è nulla, Questa forma vale evidentemente 


duo?» — dvd*u 
— —M— (2, ti, €; Y du + tydw, Ly du + vdu) + 
VIA] 


* (a ——- (7, ti, 25, Xx, du,du,, D Eny du, du; du) = 


= 8/[4|F, (du uv — dvd? u) + P; 
ove: 


(2) $, = Ta] == (*, tiy Te, Len du, dits, Zan dus du, dii) 


è pure una forma (impropriamente (*)) intrinseca dipendente però 

dai soli differenziali primi. Essa resta, come F, invariata per 

collineazioni a modulo 1; vediamo ciò che avviene quando le x, 

U,..., Si moltiplicano per uno stesso fattore p. La F, si muta 
5 

in F= p? F,. Facilmente si verifica col calcolo effettivo dei 

nuovi valori di uw, è*v che il nuovo valore di 


VA F, (du dv — ddu) 


10 us 
p* VA F, (duó?u — dvà* u) + F} R,, 


ove R, è una forma di primo grado in du, dv, che dipende da p. 


(*) perchó tali sono 


"m (2, ti, 24, d'a, dia) o 8/|A] F, (dude — 
\Al 


— dvd" u), di cui essa à differenza. 


AT ad 
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Poichè anche (x, i, Ya, d'z, dix) resta moltiplicato per 


1 
VIA] 


5 
* =p?, troviamo che il nuovo valore di ®, vale 


E 06: 


Cerchiamo di sostituire alla P, una forma di comportamento più 
i Semplice. Servirá ancora il metodo delle forme apolari, che ci ha 
_ tante volte servito in questo libro. Cerchiamo di scrivere ®, 
RA nella forma : 
y P; = F; + FaF + PFP), (*) 


ove P, ed Fa siano apolari ad F¿. Poniamo : 
1 s l w 1 y m 
X= D B Antu = —— l vi 2 l Va [D 


Xz,, du, du, = X2, du, du, — X F, cosicchè 
E. 24,2, = 0 3 E. A 
(cioó la forma Xz,,du,du, è apolare ad P,) e, derivando: 


- Y 2,4 du, du, du, = X2,, du, du, du, — F,d X 
4 la lys "oom 
Armee] de, — 7! dx, + termini in z, 25, Xa. 


XA, Zn SUP 
- AA 
(*) Questa trasformazione, che io ho chiamato divisione covariante di ®; 
Per F,, è possibile in uno e in uno solo modo, come si vede p. es. osser- 
Vando che, se F, è soritto nella forma 24,, dudo, le F sono del tipo a du! + 


+ bd. Se F,, d, hanno carattere intrinseco, lo hanno pure le forme 
Fi, Fy, F; così determinate ($ 4 E). 


EC 


A e TO 
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x pr 

el Sarà poi : 

P, 3 x 

E o. ot. lm 

AN 5 Ta %, ti, La, de, du + dz, dv, rro dz, — 


1 = 
— XL FP, + ya Lis Ya, Dr, du, du,, D 2 ,, du, du, du) = 


E 
E. = — (09 du— Mdo) F} + 


1 = = 
Ste VAT (2, 2,, 29, E 2,,du,du,, E 2,4 du, du, du) . 


E. [Si ricordi che X è combinazione lineare delle q, o asd 

SA Poichè, se pa e +, sono due forme apolari alla F}, il loro pro- 3 
b dotto si può scrivere nella forma q, + q,/;, ove ps è apolare ad 7 
Y F, (*), ne otteniamo in conclusione (essendo X x,,du,du, e A 
M X Tpu du, du, du, apolari ad F) che E 
N: $, — FLESH Fs, j 

E. ove F, è una forma di primo grado in du, dv, P, una forma di 

E quinto grado apolare ad F,. Moltiplicando le x per un fattore 

ON positivo p, la F, si tfasforma in modo complicato, mentre P, si E 
MER 10 1 à 
E muta semplicemente in p* P,, cosicchè 1 
a Fi i 

4 resta invariato; questa espressione è un invariante (improprio). 


Anche qui possiamo definire delle coordinate normali, impo- 
nendo che il quoziente A di convenienti potenze dei discriminanti di 


(*) Ciò si vede subito, riducendo F, alla forma 24e du dv. 


Y 


31 
2 
" 


"ir 


pR, 
y 


AT T J 


E 
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F,, F,, quoziente che à una espressione intrinseca, abbia un 
valore numerico prefissato. Sarà «normale il caso A — 0. I valori 
corrispondenti p,, Pa, Ps, delle #,, F,, Fs, delle tre forme costi- 
tuiscono un sistema di forme intrinseco ed invariante della nostra 
superficie, Si tratta di vedere se da esse questa è determinata. 


B) Significato geometrico della F,. 


Prima di occuparci di questo problema, cerchiamo di trovare 
il significato geometrico della nuova forma F,. Assumiamo coor- 
dinate non omogenee, ponendo w== 1, Chiameremo iperpiano 
all infinito l'iperpiano w= 0; e sia O un punto generico della 
superficie. L'iperpiano w = 0 è per ora assoggettato alla sola con- 
dizione di non contenere O. Sceglieremo ad assi delle z, y le 
tangenti principali, a iperpiani 2=0 e t=0 i corrispondenti 
iperpiani tangenti cuspidali. Trascurando i termini di 4° ordine 
varranno nell'intorno di O formole del tipo 


aa + ht? + 3542*y + 3h + hoy? +e.. 
t= y! + kut + 8 kuty + 3 Eugz y? + koy? +... 


dove le 4, Æ sono delle costanti. Le quadriche che tagliano la Vs 
in una linea che in O ha un punto quadruplo sono le quadriche 


A (t — y? — kj 02 — 3 kaz y — 3 kiaz wt — kana yt) + 
+ po (2 — 2? — hy 02 — Shar y — 3 higa wt — hoa YO) + 
+ va? + 2pzt + aoû — 0. 
Per X=0 contengono l’asse delle y, per p = O l’asse delle x. 
Nel punto (z', 0, 0, 0, 0, w') dell’ asse delle x quelle delle pre- 


cedenti quadriche che contengono l’asse delle x hanno come iper- 
piano tangente 


e (— kiii? =— 3 kaat) + wt = 0 


4 
a 
+, 


IC 
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cosicchè 1 iperpiano z = 0 ha (se ki + 0) come punto di contatto 
4 
A = 9b, Se noi scegliamo questo punto come punto all’ co 


dell'asse delle x (cioò come punto y=z=t=w=0, punto 
che si poteva ancora scegliere ad arbitrio sull’asse delle x) sarà 
kio = 0. Così sarà hi = 0, purché a punto all’ dell'asse 
delle y scegliamo (se has + 0) il punto di contatto dell'iperpiano 
t=0 con quelle delle nostre quadriche che passano per l’asse 
delle y. In sostanza noi con ciò abbiamo fissato sul piano tan- 
gente xy una retta (la congiungente i precedenti punti di contatto, 
per cui facciamo passare l'iperpiano w= 0). Prendiamo ora il 
piano polare del punto all’ co dell’ asse delle x rispetto a quelle 
delle nostre quadriche che passano per l’asse delle y: 


—22— ħu? — 8 hit = 0. 


Se noi lo assumiamo a iperpiano coordinato x — 0 (ciò che è 
lecito, com'è ben evidente) sarà hy, = hiag = 0. In modo ana- 
logo scegliendo l’iperpiano y = 0, otterremo kay = kig = 0. 
In questo modo i nostri sviluppi si riducono alla forma: 


t= y + An +... 2— a. AY +... 


ove, come prima, sono trascurati i termini di quart’ ordine. 

Gli iperpiani 2=0, t=0, «=0, y=0 sono stati 
completamente determinati; resta solo l’arbitrarietà dell iperpiano 
w =Q (scelto per iperpiano all’ œ), per il quale è soltanto fissata 
la retta del piano tangente xy, per cui deve passare. Il punto all’ oo 
dell'asse delle x ha come iperpiani polari rispetto alle nostre qua- 
driche \A'z4 2ux = 0, i quali sono il fascio di iperpiani at- 
torno al piano x = z = 0, che, come vedremo, è osculatore a una 
linea principale. E analogamente dicasi del piano y = z = 0. 

Infatti z — 0, essendo un iperpiano cuspidale, contiene tre punti 
infinitamente vicini della corrispondente linea principale; basterà 
dimostrare che in O su tale linea à d°% = 0. Troviamo l'equa- 
zione delle linee principali. Posto x = u, y= v, essa è: 


dz, di, 
0 = 


SARTI 6 Azdz--... 
deg. 


6 A' ydy +... 2dy+... 
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ove i termini non scritti sono binomii di primo grado in de, 
dy, i cui coefficienti sono nulli del second’ordine almeno per 


x=y=0, Tale equazione è dunque 
0 = Pado? + 2(1 + Py)dædy + Pady? 


ove le P sono infinitesime almeno del second’ ordine per z — y = 0. 
Differenziando si avrà, trascurando i termini nulli per z = y = 0 


dxd’ y + dydx=0. 


Quindi una direzione principale è dx — 0, e per la linea prin- 
cipale corrispondente vale la d?z — 0, come volevamo provare. 
(Che anche z — 0 sia osculatore, si può provare anche osservando 
che, trascurando i termini nulli per v= y= 0 si ha: d*z = 
—2da?, che è nullo per dz = 0). Si noti che è anche 


(8) Fy = Quda + 2 (1 + Qu) dx dy + Quay, 


ove le @ sono pure infinitesimi del second’ ordine almeno per 
= y= 0, i simboli di Christoffel invece almeno del primo. 
Nel punto O pertanto x = dx, y = d? y. Ricordando questo, 
se ne deduce che le derivate seconde covarianti di z e di t rispetto 
t= u= uù ed y =v= y coincidono in O con le ordinarie. 
E, poichè 


diz =20% + 2,0% y + Xiz, du, du, + z,, du du, du, , 
2, =2,=0 (nel punto O) 
€ la stessa formola vale, sostituendo a 8%u, le d*u,, alle derivate 
Covarianti le ordinarie, avremo che in O anche le derivate terze 
Covarianti di z e di ¢ rispetto ad x =u, ed y =ù, coincidono 
con le ordinarie. Si calcola così subito che, a meno di un fattore 
puramente numerico, è, nel punto O: 


Fy = Ada — A'dy. 


L’ intersezione della nostra superficie coll'iperpiano z — py = 0 
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è una curva, che dall'iperpiano tangente z + àt = 0 è interse- 
cata nei punti ove i 


a + Ag HA yY +XAx3 4-,.. — 0, ossia: 
E 0 = (x 4- 9?) y? + (4! + XAy9) f +... 
Avremo un punto quadruplo d'intersezione in O se 


A+p=0 A'+XAp38=0 
ossia - 
= — p? A'— Ay —0. 


Gli iperpiani x — y = 0 tagliano V, in una curva che ha con 
un iperpiano tangente (precisamente con z — p?/= 0) una inter- 
sezione quadrupla soltanto quando l iperpiano considerato passa per 
una delle 5 direzioni che annullano F;, 

Oss, Nel ragionamento precedente si è escluso che k,,, = 0 
oppure hay» = 0. Se fosse k,,, = 0 le nostre quadriche (y. = 0) 
che passano per l’asse delle x avrebbero tutte sull’ asse delle x 
per punto doppio il punto 


ga Mir 


Dunque anche in questo caso si può rendere 4,5, nullo prendendo 
questo punto doppio a punto all’ œ dell'asse delle +. Altrettanto 
dicasi di A2. Se A, 0 oppure ay = 0 (caso in cui quelle 
delle nostre quadriche che passano per l’asse delle x o per l’asse 
delle y hanno un punto doppio) si ha questa unica differenza 
che la F, si riduce ad una quinta potenza od à identicamente nulla 
(se kimı = haga = 0): in questo caso analogo a quello delle rigate 
e delle quadriche dello spazio ordinario), il discriminante di F; è 
nullo (caso anormale, perchò non si possono coi metodi prece- 
denti normare le coordinate di un punto della V,) Abbiamo così 
trovato un primo carattere geometrico delle superficie anormali. 

I due punti scellü come punti all’ © degli assi delle x, y 
(punti di contatto di z=0 et= 0 con certe quadriche) non 
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sono che i due punti trasformati di Laplace del punto x, (sopra 
trovati per tutt'altra via). Infatti nel sistema di coordinate testo 
definito tali punti all oo hanno uno per coordinate z,, Yu, Zus 
t,,w=0 e l’altro z,, y, z,, t, 0 (tutte calcolate nel punto O 
della Va). Basterà dimostrare che nel punto O i coefficienti g 
delle (6) del $ 109 sono nulli; e, poichè nel punto O si ha 
2,=1, y, — 1, x=yu=0, basterà provare che ivi z,,— Yu =0. 
Si avranno infatti in O due sviluppi 


2=4+4 au + 2fuvt 0° +... y=0v+4 pu + 2 quo + rot +... 


Sostituendo nella F,, data dalla (3), i coefficienti di du? e di dv? 
devono risultare identicamente nulli. Ora tali coefficienti si trovano, 
con la materiale sostituzione 


Alpu tgo) t...  4(utro)+t..., 


dove i termini trascurati sono del secondo grado. Perciò in par- 
ticolare p =q == B =Y = 0, da cui segue appunto che per 
u=v=0 si ha fu = Yu = 0. Segue anche Ti = Yu = 0, 
cioè che il piano x =z = 0 è osculatore alla linea u = 0, il piano 
y=t=0 alla v —0, come già sapevamo, Possiamo dedurre un 
nuovo modo di definire geometricamente gli iperpiani x = 0, 
y = 0. Così p. es. l'iperpiano x —0 6 un iperpiano passante per 
il piano osculatore della v — 0; se z'— 0 è uno qualsiasi degli 
iperpiani passanti per esso, gli altri sono z'--Az — 0. Quello 
da noi scelto per iperpiano x = 0 è l’unico tale che z — x? = 0 
sia una quadrica, la cui intersezione con Vg sia una linea avente 
in O un punto triplo, le cui tangenti coincidono con la direzione 
Principale y — 0 (con l’asse delle x). Le quadriche z — z? = 0, 
9 anche più generalmente le quadriche Az? + 2p.zt + yz? + 
q-2— x? — 0 sono facilmente definibili per via geometrica. 


$ 111. — Le equazioni differenziali fondamentali. (F) 


= 


Per risalire dalle forme F,, Fs, Fs alle superficie dovremo 
al solito ricorrere ad equazioni differenziali, le cui condizioni 
d’integrabilità daranno tutte le relazioni intercedenti tra le forme. 
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Noi ci limiteremo a studiarle nel caso che le u, v siano le linee 
principali, scrivendole nella forma : ) 


Puna = Au, + Bau + po, + qo, Hre 
(1) Co = Bl tu, + A uu + Atu e Rx, + PE 
Lu = h tu + ka, s la. 


Notiamo, che posto @ = e*, si ha 


à ir 
"è 


(ra m, Ur) ex 20% 
donde, derivando rispetto w, oppure rispetto v: 
(2) (2k + B) =3a,, (2h-- B) =30,. 
D'altra parte 
P F} 4 Fy 0% (2, 21, 23, mu du? + todet, D, du, du, du) .- 


Ora 
da 0 
Pi = Ga 20 Tt (zy — % Cu) — 2 Cu (Lun — Au Lu) 


0x 0 ô 
Yi = "em To (Fuu — 0) = Fu (Fo) — duo Vu — Zu Cuv 


; à 
1991 = -F To (99 — duo Vo — Oy Luv 
x ana 
Bogg = € re vv Oy ty) — Oy (Ly y — Ay To). + 
Quindi : 
F,Fi +F=2e%X i 
du? À dv? 


(B—3«,)du* + 3hdu*dv + A'd? Adu? + 3kdudv* +(B'—3a,)dv® 
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P,F}+F=2@%[Adw — A' dv] + 
(3) 


+ 2e=dudv® [13 (k + an) — B| du + | —3 (h +0,)] dv |. 
Assegnare P,, Fs, P, equivale in virtù delle (2) e (3) ad asse- 
gnare le À, A', B, B', h, k. Dimostreremo che possiamo calco- 
lare i residui coefficienti l, p, q, r, z, *, p. Ora derivando Pul- 
tima delle (1) si deduce, tenendo conto della prima : 

Cunuvo = hA Xow + (2 h, ++ AB + hk) Zuu + 
+ (Mp + ba + (q + y) 2, + (hr + y) 3 
ove A, p, v sono espressioni formate con le A, k, 1 e loro derivato, 
che ci è inutile scrivere esplicitamente. 3 
Dalla prima delle (1) si deduce, tenendo conto delle altre: 
i Cumo = (B, + A A' + Bh) Cuu + (4, T AB' +9 Lev 
+ (A* -F p, + ph +9) tu + (48 +4 Hpk +r z) + 
+ (Ap +r, + pl- w) x 

ove t, z, w sono formate esclusivamente con le A, B, A', B', h, k, l 


Confrontando successivamente i coefficienti di z,,, z,,, Ty, Toy % 
si determinano l’uno dopo l’altro i valori di 


l q P, + An Ar +pk+r Ap+r,+pl—hr. 
Similmente dal calcolo di ewu si deducono i -— 

lw /— n,AÀgq  A'p-mh--p | Arp, nl —hp. 
Cosicchè in conclusione restano determinati 


l, dy ^, Poy Tug r+Ar+pk, p + A'p +zh, 
(4) 
Ap+r+pl—hr, A'r4pu+al>hp 
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In particolare sarà 
r= —Ar—pk+M p=—Ap—Tth+N 


ove M, N sono note; sostituendo questi valori di r, p nelle 
ultime delle (4), che sono pure note, si trovano, notando che p., 
v, sono noti, i valori di 
—p(— AA +1—k, + hk) + (Az), = p(+ 44° + 
+1) + (42), 
— x (—A4A'--1—h, + Ak) + (A' p), = 
= 2 (4 4’ T J) + (A' Py) , 


(5) 


ove I, J sono gli invarianti dell'ultima delle (1). Insieme ai valori 
già noti di 7,, p, ciò basta generalmente a determinare m, p, 
tutt al più a meno di costanti arbitrarie. 

Senza entrare in particolari di questa ricerca, vogliamo 


piuttosto caratterizzare le superficie anormali (con A = 0 oppure 


A = 0). Se p. es. A=0, la prima delle (1) dà 
(6) Cuna = Bau + PL + Qu d vo. 


Se q =0, le v= cost. apparterranno ad un piano S¿, perchè 
ogni S, osculatore (contenente v, Vu, Tuu) è anche iperosculatore 
(contiene uu) Se q3: 0, si ricavi dalla (6) il valore di x, e lo 
si sostituisca nella equazione che si deduce derivando la stessa (6) 
rispetto ad u, e sostituendo ad z,, il valore dato dall’ ultima 


. delle (1). Si troverà un'equazione lineare omogenea che lega +, 


Lar Tuus Lun Cd Xuuuu Le cinque soluzioni v, y, 2, t, w di 
questa equazione non identica del quarto ordine sono dunque legate 
da un’ equazione 


(7) riv + rg y + rg + rat + row = 0 


dove le r sono funzioni della sola v; alla stessa equazione sod- 
disferebbero le 


e quindi per (6) le x,,..., w,. Sarebbe pertanto anche 


d dr d 
(8) qs Ut. + 0. 


Confrontando le (7), (8) si ha che due casi sono possibili : 
1°) Le Si sono proporzionali alle 7;; sopprimendo un fattore 


comune, sarebbe r, — cost, e quindi la nostra V, apparterrebbe 
ad un S,, caso che abbiamo escluso. 

2%) Le (7), (8) sono equazioni distinte, e rappresentano perció 
un S, che contiene la corrispondente -v = cost. Ritorniamo cioè 
al caso q — 0; del resto avevamo sopra già calcolato il valore 
di q; da quel calcolo si deduce appunto che, se A = 0, anche 
q= 0. In conclusione dunque: Le superficie anormali sono tutte 
e sole quelle per cui uno dei sistemi di linee principali è formato 
da linee piane (di un Sg). Se la forma F, fosse identicamente 
nulla (A = A' = 0), ciò avverrebbe per entrambi à sistemi di lince 
principali, e viceversa. (*) 


(*) Per l’estensione del concetto di superficie proiettivamente applicabili 
cfr, le Note del Dr. Bersano: 

« Contatti del secondo e del terzo ordine tra varietà iperspaziali », Rend. 
Istituto Lombardo Vol. LVI (1923) e «Sulla applicabilità proiettiva di una 
particolare classe di varietà iperspaziali » Rend. Lincei, Vol. XXXII 
Serie V (1928). 

In dette Note si dimostrano i seguenti teoremi : 

I. Condizione necessaria e sufficiente perchè due varietà V, di S, 
Siano proiettivamente applicabili del secondo (del terzo) ordine è che — es- 


sendo le due V» riferite biunivocamente in modo che a punti omologhi spets - 


. fino eguali valori delle coordinate curvilineo — siano collineari le configurazioni 
degli S, [Sy] osculatori — in punti omologhi — a curve omologhe, (Questo 
teorema costituisce un’ estensione del teorema di Tech di cui al $ 20 B). 

II. Condizione necessaria e sufficiente perchè due Fr di Sn = che 
Siano ciascuna soluzione di una e una sola equazione alle derivate parziali 
del secondo ordine - siano proiettivamento applicabili del 2° ordine, è che i 


" AUT La e 
Aka p tai CA as 


[DW W 4. 


650 CAPITOLO DODICESIMO [8 112) 


$ 112. — Superficie rigate appartenenti ad uno spazio 
ad un numero impari di dimensioni. (0) 


Questo e il seguente $ riassumono i metodi del Cech per lo 
studio delle superficie rigate. 

Consideriamo una rigata Æ appartenente allo spazio S, ad 
r —9n--1 dimensioni. Per definire R, partiamo da due curve 
C, e C,, in corrispondenza biunivoca, le coordinate y e z dei 
punti di O, e C, essendo funzioni di un parametro v. Indichiamo 
con apici le derivate rispetto a v. Il punto generico x di R à 


(i) a =t y + haz. 


coni caratteristici uscenti da punti omologhi siano generati da direzioni omo- 
loghe. (La corrispondenza tra le due V, è la stessa di quella del teor. I). 

No segue che, perchó due V, di S, siano proiettivamente applicabili del 
secondo ordine, occorre e basta che le due forme F, difforiscano soltanto per 
un fattore, 

In quanto alla applicabilitá del 3% ordine, essa trae di conseguenza la 
collinearità dello due V,. Infatti se due V, (V', V") sono proiettivamente 
applicabili del 8° ordine, ad ogni punto O di V" si potrà associare una V” 
collineare con V" e avente in O un contatto del terzo ordine con V'. V” 
e V" saranno perciò, in O, legate dalle : 


Ù "m. / "m, Tiger ty Y) RA A eh 17; n 
t = j) MES ; Aa, ; Bou = rst F Va Le + 


+ yu + Xrti (r, s, t=1, 2) e analoghe 


dove %,...; @”,..., sono le coordinate non omogenee rispettivamente di 
0? 5; 
Qu, Ô tis Qu, 
fs costruite per V” coincidono con quelle costruite per le V"*, Ma V" o V'" 
sono collineari, e nella I nota è anzi dimostrato che esistono infinite colli- 
neazioni che mutano V" in una V”” avente in O un contatto del 8° ordine 
con V'. Tra queste omografio scegliamo quelle che sono unimodulari. No 
seguirà che V” e V" hanno lo stesse forme fondamentali fi, fa, f;. Se ne 
trae ancora (teor. I) che: Due V, di 5, sono collineari se sono tali le confi- 
gurazioni degli S, osculatori a curve omologhe uscenti da punti omologhi. 


V' e V” ed è posto: Srt = . Ne segue che le forme f, fs, 


[$ 119] INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA, eco. 651 
Supponiamo, limitandoci a tale caso generale, che il determinante 
(yryz ... y") 
non sia identicamente zero, ed, escludendo gli eventuali punti 
isolati in cui tale determinante svanisce, scegliamo il parametro v 

in modo che sia identicamente 

(2) (yaya... ya) e t 2 3-1. 

La teoria che andiamo ad esporre è la generalizzazione del me- 
todo già usato al Cap. IV nel caso particolare n — 1. I punti 


y, z,... 9", 2” essendo linearmente indipendenti, le coordinate 
di y e z soddisfano alle equazioni differenziali 


Gy) = 5 a,y9 + bao, at = 3 c, y? + da. 
fun 0 =0 


Derivando (2) si deduce che 


(4) a, + di —0. 


È evidente che l'iperpiano 


(5) E= (yzy z Y, ym + tuam 


contiene gli S, osculatori a tutte le curve di R passanti per il 
punto (1) di R. Esso si dice pertanto l'iperpiano n — tangente 
(o n—osculatore) di R in x. Si dicono, con Bompiani, quasiasin- 
totiche le curve di R tali che, in ogni loro punto, l’iperpiano 
^ — tangente & contenga l’ S, osculatore alla curva. Proprietà 
caratteristica di una quasiasintotica è evidentemente 


n4 
Steg (hy + 109) = S [Gn + he CHI 


+ (+1) (Ly + 42)] =0. 


n ixi 
rt 
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Sostituendovi i valori di j/^*9, 2^*? dati dalle equazioni differenziali 
(3) ed il valore (5) di & si trova 


(6) (n + 1) (tits — tati) + bnti + (dn - an) tita — e, = 0. 
Dalla forma di quest'equazione differenziale si deduce subito il 
teorema di Bompiani: 

Le curve quasiasintotiche di R segnano sulle generatrici pun- 
teggiate tutte proiettive tra di loro. Di più si vede come al Cap. IV 
$ 34 A, che possiamo scegliere y e 2 in modo che il punto (1) 
descriva una quasiasintotica sempre che /,:/, sia costante. Sotto 
tale ipotesi l’ equazione (6) deve ridursi a 4,4 — tati = 0 sicchè 

d.:=0, —d,—a, —0. 
Confrontando con (4) vediamo che 


Gib = 0, = d, £2 0 


sicchè le equazioni (3) diventano 
n=l n-1 
E dz. 
i=0 (0 à 


Le nostre ipotesi restano soddisfatte, introducendo y e © al posto 
di y e z mediante le formole (*) (A, y, v, p, essendo numerici) 


(8 n=Ay+pz, C9 vy pg, \p— py =l. 


Come al Cap. IV $ 34 B vediamo che, *,, % essendo cogredienti 
a 5, lo, le n forme bilineari 


$ (9) h (e, t) = — bit, Ti +a,t,t, ditots + CilaTo (i =0, 1 vo 1) 


(*) Per brevità, supponiamo orientate lo generatrici di sicchè non 
abbiamo bisogno di studiare il caso Ap —pv<0. 


re 
FA^ 


£ a E -i 
CA ao uio NS AT O E 
SSA CMT x y A ne" NOR de CHE 55 e TOP 
M de . xs D "NE adio. T p. 
ti 


E 
E non cambiano per la trasformazione (8). E lo stesso vale adunque 
delle forme quadratiche 


Ke (10) fi (0) = — b + (a, — di) tts + e,ü G= 0, Lien —1) 


e delle espressioni 
(11) eat GAD 


La rigata R è evidentemente determinata, a meno di collineazioni, 
dalle forme bilineari (9) o, ció che è lo stesso, dalle forme qua- 
dratiche (10) e dalle j. Ma tali forme non sono ancora invarianti ; 


Nus «e 


2 
(12) Y=py, Zwpz, T= fipa do - 


Alle equazioni (3) corrispondono le altre due della stessa forma 


dn Y. nel d" Y d^! Z 
E ye © À dan À Bi pes: 
E ang o "uo dr az 
e iym 73 ap + oye: 


Un facile calcolo dà che 


4 
Ana Da = lp] * (Gud) 
(13) 


4 E 
Bros e lel ^ 03 Oa T lel " Cut 


mentre gli altri coefficienti delle equazioni (7) si trasformano in 
modo complicato. Se ne deduce : 


n 8 
M TS A TS ud "te 4B, 0, e le! Da X 
SA (6). 
X [t.a E 5i. + 4b, 306,4] . 


4 
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infatti le nostre ipotesi restano soddisfatte facendo la trasformazione 


y 
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Se il discriminante di fa- (t) è diverso da zero, possiamo quindi 
togliere ogni ambiguità in modo intrinseco ed, invariante sup- 
ponendo che 


00 (mad) T an amdo, +1. 


Possiamo dire arco protettivo di la variabile v corrispondente 
alle ipotesi (2) e (14). Le forme bilineari (9) corrispondenti all'i- 
potesi (14) sono intrinseche ed invarianti. 

É facile dedurne il sistema completo degli invarianti proiettivi 
di R. Per maggior chiarezza, riprendiamo la notazione del 
Cap. IV ponendo 


(15) i ba =A > Cnr Gp = 2 B, Ch = C 


sicchè 
fur (0) = Ati + 2Bt1t 4-04, 


B—AC=6=+1 


e poniamo, come al Cap. IV, $ 35 B 


4 Bt 0 
(16) B*—4A'C-h,|A B Q|-k. 
A" B" Qu j 


Supposto &:+ 0, noi sappiamo da l. c. che À e k determinano 
fn (t) a meno di sostituzioni (8) a coefficienti numerici. Posto 
ancora 


A3 4 B6» BR 


g) = 
07 | 4 - Bí, 840% 1, 


le forme quadratiche f, (0, fi (t) = A't--2B'tt HOR e 
g (t) sono linearmente indipendenti, se A+ 0, cosicchè TRA delle 
identità della forma 


fh (6) = Lf (0-4 Mitra (t) + Ng (t) (= 0, 1...n —2). 
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È chiaro che (sotto le ipotesi (14) e # + 0), il segno e = + le 
le quantità 


h(h>0 se e=—1) E j (i=0,1...n—1) 
(17) 
Li, Mi, N; (i=0, 1...n—2) 


formano un sistema completo di invarianti proiettivi di R. 


$ 113. — Superficie rigate appartenenti ad uno spazio 
ad un numero pari di dimensioni. (0) 


Consideriamo ora una rigata R appartenente ad uno spazio 
S. a r=2n dimensioni. Come nel caso di r impari, definiamo 
la rigata mediante due curve direttrici C, e C,, sicchè il punto 
generico di Æ è anche qui 


(1) v = lt, y + taz 


y e 2 dipendendo dal parametro v. Limitiamoci al caso generale 
supponendo che non siano nulli identicamente tutti i minori del 
massimo ordine della matrice 


(2) E=(yzyz.. ya), 


Tali determinanti sono le coordinate dell'iperpiano $ che è evi- 
dente (n — 1) — tangente in tutti i punti della generatrice yz 
di R, L'iperpiano £ è di più n — tangente nel punto (1) se 


(3) (y ay! z vida y "72070. ts y" + la 2™) = 0 P 


mentre negli altri punti della generatrice (yz) lo spazio n — tangente 
riempie tutto lo spazio ambiente S,. Si osservi che la (3) deter- 
mina univocamente il punto (1) della generatrice generica di R; 
infatti nel caso contrario, y e 2 sarebbero per ogni v combi- 
nazioni lineari dei punti che compaiono nella matrice (2) donde 
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si concluderebbe facilmente che lo spazio d'appartenenza di S, 
avrebbe meno di 2» dimensioni, contro l'ipotesi, Determinando, 
per ogni valore di v, il rapporto /,:/, dalla (3), il punto (1) 
descrive una curva ben determinata di R che diremo col Bompiani 
la curva quasiasintotica di R, Essa è pertanto l'unica curva di R 
in cui punti lo spazio n —tangente a R ha dimensione < 2. 

Supponiamo d'ora innanzi che la curva O, sia quasiasinto- 
tica sicchè 


(4) (y2 yz... yan ym = 0; 
e scegliamo il parametro v in modo che sia identicamente 
(4)uis (yg y 2... y 712712) — 1, 


escludendo senz'altro i valori isolati di v in cui il determinante 
(4), sia uguale a zero. Dalla (4) si deduce che le coordinate di 
y e z soddisfano all’ equazione differenziale della forma 


n—1 
(5) y" = Hem a, y? + bz” a 


In generale b,,+0; se bn-1=0, la (5) dimostra che, in ogni 
punto della quasiasintotica ©,, 1’ 9, osculatore a €, sta nello 
spazio (n — 1) — tangente ivi ad R, Limitiamoci a trattare il 
caso generale b, +0. 

Le equazioni (4) e (4)», restano soddisfatte senza cambiare 
il parametro v sostituendo a y e z rispettivamente y e € dove 


(6) y=p Py, t=p"2+Ay 


p e À essendo funzioni qualunque di v. Ne vogliamo approfittare 
per semplificare la (5). Eseguendo la (6), alla (5) corrisponde la 


1 
que 2 an? + Pig 


. dove, come un facile calcolo dimostra, 


RAR Ne a Vi Lees 
Tab a dint M om t Di e 
f SI 7° E by 


147 A 
AA Ed 
A 
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P (7) Cn = Gna — À p Duo + n (n + 1) T 3 Bau = pet! ba . E 
e e LL 
[x Possiamo pertanto scegliere p e A in modo che risulti É 
| 8) . dun m0, Bra =1; e 

infatti a tale scopo occorre e basta scegliere E 

| ta Re NEI n (n + 1) bi. 

B Gu =P, am Rot A, A 
T Le equazioni (4) e (4),, restano pure soddisfatte oso la 0 
ES trasformazione ES 
ASSO) y=0"y, 3=%, V=fodv. 3 
ME T 
E. ' Alla (5) corrisponde ora la P 
4 dy ) 

x dy" = Sa vtr "x > 
ed un facile calcolo prova che E 
S : m gl 

^ 1 n(n--1) o Am 

È (Mos aa ned “ar Ê "nl + ——- ¿AE > ) 5 = 3 Dia = gral bea . 2 x à 

i — . Posto ancora i 
Re P f 
Vi ES. 
| N Y =p "py, Z=p"3+p, V=0P, E 

E. Sarà, analogamente alla (5), | ES 
M Py- "uu. d&Y d'Z E- 
ue —— = B . RI. 
Lx WC i I AVERE I 3 
2 Æ > À 

E Affinchò risulti A, — 0, B, 1, occorre e basta secondo : 


le (8), che 


$a 
MOTOS 


sa 


ONE A Cr 


ahar 1 I 
IS x 
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PR à 
pa tr n(n +1) dlogb,.. 
(or p=b, F1, XA= bn * Fila te TS. 

+ Supponiamo ora che sia a, ,=0, b,,=1 (il che si poteva 
Am raggiungere mediante una trasformazione (6)). Le equazioni (9), 
ECC diventano 

E 

E \ n(n--1) o 

di Una E gi" b, mo, 
E sicchè le (9),, dànno 

dé Ll 8 n(n--1) "je 
e > $ = Verr = — ———- » r 

- Moa TA Te 

E 

E Abbiamo pertanto ottenuto il risultato: Si posssono in infiniti 
E modi scegliere le curve ©, e O,, à fattori delle coordinate y e e 

p. il paramelro v, in modo. ‘che valga la (4), e la 

^ E n—2 

E (10) yn = 2004 E aug + ha. 

Di i=0 

A La più generale trasformazione che non lede tali ipotesi è 
5 a Y =P" tntg Zu 4- En (n + DATA 8075" 

E - 
3 (11) à E 
M Va faet dv, sl 
= © essendo funzione arbitraria di y (c+0). 

b Eseguendo la (11), alla (10) corrisponde la 

Tt 
E. d'Y  duiz "3,dY d'Z 

38 dys apatia + an 


Un calcolo piuttosto lungo e che ometto, dà 


(12) Bg = 0940 [i — LAIA E 


2 
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Any = 73041) |a? = n (n + Da — AT + 
(12), 
+ nt 1 D d diea) A pria 
y: Linge ) (n— 7701) (4n°— m a 
Derivando la (12) e confrontando con la (12), si deduce che 


dB, 
(n--2) Ana + polo 4-1) (n —4) es — 


_ 1 n(n-1)(4m* — 5n + 10) 


6 (n — 1) (n + 3) Bra = 


(12) 
= 17%) le + 2) 4e + T^ (n + 1) (n — 4) bia — 


1 n(n+1)(4n—-5n+ 10) ,, 
6 (n — 1)(n + 2) aet 


L'ultima equazione prova che si pud in generale togliere ogni 
ambiguità supponendo 


D 1 n (n + 1) (n — 4) b! 


AT br n+2 ner + 
(13) 
1  n(n-4-1)(4n?— 5n + 10) 
TOUT He ds ui 


dove a e? si può dare un valore numerico scelto comunque, pur- 
chè diverso da zero, p. es. e= +1. 

Il parametro v corrispondente a (13) può dirsi l’ arco proiettivo 
di R; le y e z son perfettamente determinate a meno di una 
sostituzione unimodulare a coefficienti numerici. Dalla (4) si de- 
duce derivando che, accanto alla (10) vale l’ equazione della forma 


(14) gn = S e, y? +d. 
(=0 


Ed è chiaro che il segno e e le quantità 
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ay D, 06, d, (0, 1...5—8; j=0, 1...n—2; 
k=0, 1...n—1) 


formano un sistema completo di invarianti proiettivi di R. i 
14 La normalizzazione ora esposta diventa impossibile se vale à 
3 la (13) con e= 0. In tal caso il procedimento più rapido è il 
seguente. La (12) prova che si può in ogni caso scegliere v in a 
modo che sia d,--= 0. Ma tale normalizzazione non è inva- * 
riante, perché la condizione b,.+ = 0 resta inalterata ponendo és 
s, 


Bt Petty, Zi". V= Ho, c costante. r 
E Mediante tale sostituzione, le a,, bi, Ci, d; si cambiano rispet- A 
30 tivamente in A; B,, Cı D, dove 


A; = pal [7 3 B, = port bi, Q= icut Ci 1 D, = pou d;, t= íi" * 


Nel caso eccezionale [quando e = 0 nella (13)], facendo 5,., = 0 
sarà anche 0, =0. Sia an-s = bna = 0, ma p. es. 4.3 + 0. 
he Allora il differenziale 

> 1 


Pp (15) as "5 dv = dw 
Me e le quantità | 
E 
- i RAT, P dr ^ bp . 
BC xe a A up 685129, 
i (16) 
"i * ono ^ qut * 
3 apt (i — 0, 1... — 1), a G=0,1...n—1) 


sono evidentemente invarianti proiettivi di R; e la R è completamente 
E determinata a meno di collineazioni, date le quantità (16) in fun- 
E zione della variabile w definita da (15). Si osservi che, per deter- 
E. minare le (16), le quadrature non sono necessarie che in apparenza. 
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Sur la déformation de certaines surfaces tétraédrales, 
les surfaces S et les réseaux R. 


Note de M, Groroxs Tzrrzxica Prof. à l’Université de Bucarest (*). 


1. - Le point de départ de mes recherches a ótó un pro- 
blème particulier de déformation de certaines surfaces tótraódrales. 

Considérons le róseau des lignes de courbure d'une quadri- 
que, Les normales de la quadrique forment une congruence conju- 
guóo, au sens de M. Gurcnarp, au réseau; elles , dócoupent donc 
sur la quadrique, d'aprós un théorème de Ribaucour (**), un 
autre róseau, qui est, avec celui des lignes de courbure, harmo- 
nique à una méme congruence cyclique. Le réseau cyclique cor- 
respondant est à invariants tangentiels ógaux, done il reste inva- 
riable dans una déformation continue à un paramètre. 

C'est cette dóformation continue que j'ai tout d'abord ótu- 
dióe et j'ai obtenu le rósultat suivant: 


Toutes les surfaces 


(*) L'illustre geometra rumeno ha cortesemente acconsentito ad osporre 
in questa nota, di carattere piuttosto storico, la serie delle idee che lo hanno 
guidato nei suoi studii sulle superficie S e le reti R. Queste idee, veramente 
originali, interesseranno certo moltissimo i lettori di questo libro, 

(**) Danmoux, Th, des surfaces, II, p. 289, ou bien ma Góom. diff. proj. 
des réseaux, p. 92, 
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= 


w= À (u + a)* (o + a), y = B (u + b)? (v +b)’, 
(1) 


z = 0 (u +0) (v + 0) 


pour les quelles les six constantes A, B, O, a, b, e sont telles que 
les cinq expressions 


Aa + Bi + 02 (i= 0, 1, 2, 3, 4) 


ont des valeurs délerminées, sont applicables les unes sur les autres (*). 


2, - Après avoir essayé d'ótudier le problème général de 
la déformation continue et de trouver la place qu'occupait le 
problème spécial précédent dans ce problème général, je suis re- 
venu aux surfaces (1) dont l’équation cartósienne est 


2 2 
(2) az! -- By* 4- 12* 1, 


J'ai remarqué d'abord que dans la déformation continue précé- 
dente, la courbe u == v, qui est une ligne asymptotique sur chaque 
surface, reste invariable de forme. On. a ainsi un exemple de la 
déformation continue d'une surface autour d'une ligne asymptoti- 
que. J'ai démontré que cette déformation peut se faire autour de 
chaque ligne asymptotique (**). 

Il résulte de là que les œ? surfaces (2) peuvent être groupées 
en œ! familles, chaque famille étant composée de oo? surfaces 
toutes applicables les unes sur le autres. Il s'agit maintenant de 
trouver la relation entre les coefficients de (2) qui caractérise 
chaque famille de surfaces applicables. 

A cet effet j’ai posó 


= PA ymQ^M. = R 


(*) C. R. de P' Ac. des Sc. 128 (1899) 
(*) CO. R. 1902, le 21 avril 1902. 
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P= pu + Pav + ps, Q= uuta +9 R=riutrovtra 
et j'ai démontré (*) qu'en faisant des transformations linéaires 
sur les variables u et v, on peut réduire l'élément linéaire de (2) 
à l'une des formes 

(3) ds? = vdu? + 2ndudv + de*, 

(4) ds? = udu? + 2mdudv + vdw?. 


D'une manière plus précise, on obtient l'élément linéaire (3) si 


dotti 
a+ RT + 1° umo 
et (4) si 
PUER UE 1 
Kent sq —" 


3. - Il restait à trouver toutes les surfaces admettant l’ ólóment 
linéaire (3) ou (4), pour que le problème de la déformation des 
surfaces (2) fût complètement résolu. J'ai fait voir (**) que la 
recherche des surfaces ayant l'ólóment linéaire (3) se ramène à 
celle des surfaces minima, tandis que la recherche des surfaces 
ayant l'élément linéaire (4) conduit à celle des surfaces $ pour 
lesquelles on a 


(5) 2 = const, 


où K est la courbure totale en un point M de S et p la distance 
d'un point fixe O au plan tangent en M à S. 


(*) C. R. le 18 juin, 1906. S MA 

(**) C. R., le 25 juin, 1906. Dans cette Note une faute de calcul, que 
j'ai corrigóo implicitement dans les publications ultérieures, m'a fait dire que 
les surfaces d' ólómont linéaire (4) se ramónent à l' etudes des surfaces à cour- 
bure totale constante, 
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C'est de cette manióre que je suis arrivé à l'ótude des 
surfaces S (*). (Ofr. $ 25 E et 28 D). 


4. - J'ai commencé l'ótude des surfaces S en démontrant 
que leur recherche conduit à l'ótude des systèmes complètement 
intégrables de la forme (**) 


Ou = a, + 00,, 
(6) Ou — ^0, 
0,, = a' 0, +0'0,. 


A partir de ce point deux voies se sont trouvées ouvertes 
devant moi. Je les ai suivies alternativement. Elles se sont róu- 
nies, comme on le verra dans la suite, dans la thóorie des 
réseaux À, 

Il résultait tout d’abord du système (6) que les surfaces 
S (**) gardent la propriété (5) après une transformation affine et 
il n’est pas difficile de voir qui il en est de même après une 
transformation par polaires réciproques. Il fallait expliquer ces 
résultats. 

J'ai démontré qu’une transformation affine laisse, à un fac- 


Bis ; ; 
teur constant pres, le rapport ac invariable, tandis que une trans- 


formation duale le remplace par son inverse, 


(*) Voir mon mémoire Deformare a unei clase de suprafase tetraedrale 
publié en 1916 dans les Ann. de l' Ac. Roumaine 
Il lettore noti che alla sesta riga di pag. 153 ($ 25 E) si deve leggero 


Y —K e non e (come é scritto per un errore di stampa). Egli rico- 
V-K 
noscorà allora immediatamente che le superficie ivi studiato coincidono con 
quelle dello Tzitzeica, 
(**) C. R., le 10 juin 1907, ou bien Rend. del Cir. mat. di Palermo 
(Tomo XXV et XXVIII, 1908 ot 1909). 
(**) On les a d'abord désignées ainsi dans la littérature scientifique, Plus 
tard on a reconnu que ce sont des sphère affines., Quelques géomôtres 
(M. Jonas et DemouLin) m' ont fait P honneur de leur donner mon nom. 
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J'ai cherché ensuite une définition purement affine des sur- 
faces S. Je l'ai trouvée d'abord pour les surfaces réglées, (*) à 
savoir qu'elles ont leurs lignes flecnodales confondues à l'infini. 
Pour les surfaces S générales les surfaces réglées asymptotiques, c. à 
d. les surfaces róglóes formóes par les tangentes aux lignes asympto- 
tiques d'une famille aux points où elles coupent une ligne asym- 
ptotique de l'autre famille, ont, comme développables asymptoti- 
ques, des cônes ayant tous le méme sommet (*). Cette définition 
s'applique aussi aux surfaces róglóes, 

5. — Comme les lignes asymptotiques jouent un róle essentiel 
dans la théorie des surfaces S, j'ai été naturellement eonduit à 
chercher une transformation de ces surfaces à l'aide des con- 
gruences W, analogue à celle des surfaces à courbure totale con- 
stante ou à celle des surfaces applicables sur une quadrique (***). 

J'ai abordé alors la théorie génèrale des congruences W, à 
l'aide d'un théorème remarquable de Darpoux (****), au quel j'ai 
donné une nouvelle démonstration à l'aide d'une interprétation 
géométrique dans un espace à cinq dimensions. J'ai fait voir (*****) 
qu'à toute congruence W il correspond un réseau tracó sur une 
variété à quatre dimensions dans un espace projectif à cinq dimen- 
sions et róciproquement. Aux deux complexes formós par les tan- 
gentes des deux surfaces focales d'une congruence W correspon- 
dent deux congruences, conjuguées au réseau précèdent et formées 
par des droites appartenant à la variótó quadratique. Les deux 
foyers d'un rayon d'une de ces congruences sont les images des 
deux tangentes asymptotiques de la surface focale correspondante. 

6, — Revenons au système (6) et montrons la seconde voie 
que j'ai suivie en méme temps que la précédente, On peut con- 
sidórer ce système comme définissant les coordonnées projectives 
d'un réseau plan: c'est la perspective sur un plan des lignes 


(*) C. R., le 9 déc. 1907; voir aussi Atti del IV Congresso intern. 
dei Mat. [Roma, 1908), et Rend. del Circ. mat. di Palermo, T. XX VIII (1909). 

(**) C. R. le 27 - I - 1908. 

(*#*) C. R., le 18 avril 1910. 

(****) Darnoux, Th. des surfaces, II, p. 345. 

(ses) C. R., le 98- XI - 1910 el le 8- I- 1911, ou bien ma Géom. diff. 
proj. p. 260, 
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asymptotiques d'une surface S. Cette perspective est, d'aprés un 
théorème de M, Koxwres, un réseau à invariants égaux, ce qui 
est du reste visible sur le systóme (6). 

J'ai 6tó ainsi obligó d'ótudier les róseaux à invariants ógaux. 
J'ai complété un autre théorème de M, KoxNres, concernant 
certaines coniques attachées à un réseau à invariants égaux et en 
revenant au réseau plan défini par (6) j'ai montré qu'il se repro- 


duit après trois transformations de Laplace (*). 


` 


De sorte qu'en faisant correspondre à une congruence W 
de notre espace un réseau quadratique d'un espace à cinq dimen- 
sions, j'ai été naturellement conduit à considérer d'une manière 
spéciale les congruences W dont l’image est un réseau à inva- 
riants ógaux. 

Un troisième théorème de M. Korxios, appliqué à un tel réseau 
et à une des deux congruences quadratiques conjuguées donne un 
nouveau réseau quadratique à invariants ógaux, à partir du quel 
on peut continuer la méme opóration. En revenant à notre espace 
on obtient une suite de Laplace dont toutes les congruences sont W, 
Un réseau quelconque de la suite est ce qu'on appelle un réseau R. 
C'est de cette manióre que je suis arrivó à l'ótude des ré- 
seaux À (**). 


(*) O. R. le 30 - XI - 1908. J'ai ajouté dans la méme Note un second 
exemple de suite de Laplace périodique et je suis revenu plus tard. (en 1913) 
sur cette question. Voir le chap. VII de ma Géom. diff. proj. des réseaux, 

(**) C. R., le 24- IV et lo 4- XII - 1911, ou bien ma Góom. diff. proj. 
p. 203. 
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UNA OSSERVAZIONE BIBLIOGRAFICA 


Il lettore che desideri conoscere altre ricerche sulla teoria 
delle superficie Æ vegga, oltre a due note di G. Fusini in corso 
di stampa nei Rend. della R. Accademia dei Lincei (2% Semestre 
1926) i seguenti lavori fondamentali del Prof. A. Drwovuw della 
Università di Gand : 


Sur les surfaces R et les surfaces Q (Comptes Rendus; tome 153, 
p. 590, 705, 797, 927). 
Sur les congruences qui appartiennent à un complexe linéaire 


et sur les surfaces (Bull. de la Classe des Sciences de I’ Aca- 
dómie Royale de Belgique; 4 mai 1920; pp. 215 - 232) (*). 


(*) Risultati importanti sono contenuti nelle Note dello stesso A.: Sur 
les surfaces dont los quadriques de Lie n'ont. que deux points caractéri- 
stiques (C. R., Iuillet 1924). 

Sur les surfaces réglées (O, R. jun 1908) Sur la théorie des lignes 
asyniptotiques (C. R. août 1908). Sur la quadrique de Lie (C. R. Septem- 
bre 1908). Sur quelques propriétés des surfaces courbes (C. R. Sept. ot 
Octobre 1908). 
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I fondamenti geometrici della teoria proiettiva 
delle curve e delle superficie 
DI Enrico BOMPIANI 


In un gruppo di lavori qui appresso elencati (*) ho cer- 
cato di dare un fondamento geometrico diretto alla teoria proiet- 
tiva delle curve e delle superficie (nello spazio ordinario). 


(*) A - Corrispondenza puntuale fra due superficie e rappresentaxione 
conforme, Rendie. R. Accad. dei Lincei, s. V., vol. XXXII, 1923. 

B - Noxioni di geometria proiettivo - differenziale relative ad una su- 
perficie dello spaxio ordinario, Ibidem, vol. XXXIII, 1994, 

C — Costruxione di invarianti provettivo- differenziali di una super- 
ficie, Ibidem s. VI, vol, II, 1926. 

D ~ Invarianti proiettivi di contatto fra curve piane, Ibidem, volu- 
mo III, 1926, 

E - La geometria delle superficie considerate nello spaxio rigato. Ibidem, 
vol, III, 1926 (2 Note), 

F — Determinaxioni protettivo - differenziali relative ad una superficie 
dello spaxio ordinario, Atti R. Accad. Scienze di Torino, vol, LIX, 1924, 

G — Le forme di Fubini nella teoria protettiva delle superficie, Rendio. 
Istituto Lombardo, vol. LVII, 1924. 

H - Sulla geometria protettivo - differenziale delle superficie. Rendio. 
Semin. Matem. dell’ Università di Roma, vol. Il, 1923-24. 

I — Sistemi coniugati e sistemi assiali di linee sopra una superficie 
dello spaxio ordinario, Bollettino Unione Matem. Ital., a, III, 1994. 
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Chi abbia letto il presente Trattato ha certo notato l'impor- 
tanza che nello studio di tali enti assumono certe forme differen- 
ziali (arco proiettivo delle curve piane o sghembe; elemento 
lineare proiettivo di Fusini; etc.) e come da esse dipenda la 
costruzione di invarianti numerici (p. es. curvatura proiettiva delle 
superficie) o geometrici (p. es. normale proiettiva di Fusmı) fon- 
damentali per la teoria. L'introduzione di queste forme ha carattere 
analitico ; la loro invarianza risulta da proprietà formali. 


Se si confronta questa teoria con quella metrica delle curve 
o delle superficie (considerate o nel gruppo dei movimenti o nel 
gruppo delle applicabilità) si scorge subito una diversità profonda 
nel loro modo di sviluppo: chè infatti in quest’ultima le forme 
differenziali che stanno a base della trattazione hanno un signi- 
ficato geometrico immediato (che si riconduce in ogni caso all'in- 
variante elementare « distanza di due punti» o «angolo di due 
direzioni »): ed è proprio questo significato che ne suggerisce e 
ne giustifica l'uso, 


K — Contributo alla geometria protettivo - differenziale di una superficie. 
Tbidem, a. III, 1924, 

L- Sulla corrispondenza puntuale fra due superficie a punti planari. 
Ibidem, a. IV, 1995. 

M ~ Per lo studio proiettivo-differenziale delle singolarità. Ibidem, 
a. V, 1926. 

N — Le forme elementari e la teoria protettiva delle superficie. Ibidem. 
a. V, 1926, + 

O — Proprietà generali della rappresentazione puntuale fra due super- 
ficie. Annali di Matematica, s. IV, t. I, 1923-24, 

P — Rappresentazione geodetico- protettiva fra due superficie, Ibidem, 
t. III, 1925-26. 

Q - Sul contatto di due curve sghembe. Memorie Accad. Scienze di Bo- 
logna, s. VIII, t. III, 1925-26, 

R — Corrispondenza fra una superficie e le sue parallele. Mathem. 
Zeitschrift, Bd. 24, H. 2, 1925, 

Questi Lavori saranno citati inoludendone la lettera d'ordine nel testo 
fra []. I richiami al vol. I del presente Trattato saranno fatti cosi: 
(GP. D D aa 
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Non è così nella geometria proiettiva. E la differenza ha 
origine da una difficoltà sostanziale che si presenta in questa 
teoria.e che conviene porre chiaramente in evidenza. 

La domanda da esaminare è questa: quale può essere il 
significato proiettivo di una forma differenziale (del primo ordine) ? 

Sia data una varietà di elementi, «punti », individuati sulla 
varietà stessa per mezzo di un sistema di coordinate essenziali 
u; (i= 1,..., n). Una forma differenziale (di qualsiasi grado e) 
del 1* ordine in queste coordinate acquista un valore ben deter- 
minato quando sia data un'» — upla di valori per le coordinate u; 
(che in generale figurano nei coefficienti della forma) e un'n — pla 
di valori per i loro differenziali du,. In termini geometrici, la 
forma acquista un valore ben determinato quando sia dato un 
punto P (w) e un punto P’ (w + du) della nostra varietà. Se 
la forma è invariante rispetto a determinate trasformazioni, cioè 
se essa ha un significato geometrico per la geometria della varietà 
relativa ad un determinato gruppo, ciò vuol dire che è possibile 
costruire un invariante (rispetto a quel gruppo) di due punti 
infinitamente vicini P e P', : 

Se il gruppo considerato è quello metrico (fondamentale) la 
distanza fornisce l’invariante desiderato. Ma se il gruppo è quello 
proiettivo la nostra esigenza sembra contrastare col fatto che lin- 
variante elementare (birapporto) di questo gruppo acquista un 
senso solo per quattro (e non per due) elementi di una forma di 
prima specie. 

A sciogliere questa apparente contraddizione (in cui risiede 
la difficoltà sopra accennata) intervengono alcuni invarianti proiet- 
tivi infinitesimi di contatto (fra curve o superficie) che dipendono 
effettivamente, per dirla in breve, da due soli elementi infinita- 
mente vicini. Questi invarianti infinitesimi sono, a mio modo di 
vedere, la chiave di volta per la ricostruzione geometrica di tutta 
la teoria del Fusini; ma, anche prima di vedere che cosa precisa- 
mente essi siano, è facile intendere ch'essi hanno una portata 
che trascende di gran lunga questa teoria. È noto infatti che 
tutti gruppi che hanno un reale interesse geometrico si lasciano 
considerare come gruppi lineari (con certe varietà algebriche in- 
varianti): or bene, i nostri invarianti (birapporti) infinitesimi 
forniscono per ciascuna di queste geometrie un metodo razionale 
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per la costruzione delle forme differenziali invarianti che la carat- 
terizzano (*). 

Illustrerò la natura e l’ufficio di questi invarianti infinitesimi 
ricostruendo rapidamente la teoria delle curve e delle superficie. 
Data l’importanza di queste, esporrò altri due metodi, non di 
portata generale come il precedente, ma particolari a questi enti, 
per ottenere le forme fondamentali di Fusi, la curvatura proiet- 
tiva, il fascio canonico ete.: il primo modella la teoria delle 
applicabilità proiettive su quella delle ordinarie applicabilità (in 
senso metrico) sostituendo alle geodetiche un sistema doppiamente 
infinito di curve proiettivamente invarianti della superficie; il 
secondo studia la geometria della superficie come ente dello spazio 
rigato e si giova della rappresentazione iperspaziale delle con- 
gruenze delle tangenti asintotiche sulla quadrica di S. E il 
Lettore avrà così occasione di riconoscere quale sia la fecondità e 
la generalità delle ricerche di geometria iperspaziale, qui riassunte 
nell’ Appendice III, che, come sopra ho accennato, sintetizzano, 
per così dire, ogni ramo di geometria differenziale, 


I. — Curve piane. 
1, — Invariante di Segre. 


Siano € e € due curve piane aventi in un punto O un 
contatto di ordine n, intero (= 1), e sia O punto ordinario per 
esse, 

Si consideri una trasversale prossima ad O la quale seghi 
C, Cola tangente 4 comune in O rispettiv. nei punti P, P, 7 
(prossimi ad O). Sia M un punto preso a piacere sulla trasversale 
(diverso dai tre considerati) e si formi il birapporto D = (PP TM). 


(*) Il FuniNr, nella sua idea primitiva, pensava al gruppo proiettivo am- 
pliato; e perció, abbandonati i punti e i birapporti si riferiva agli elementi 
(di ordine elevato il minimo possibile) della varietà studiata: cioó nel caso. 
delle superficie ad +, y, à, p, q Y, 8, o... 


adh SADA A as sini È a dd PT Bom, t A E el meg 
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Si faccia ora tendere la trasversale (con una legge scelta a piacere) 
a passare per O, con la sola condizione che la posizione limite 
sia +1, e pure con legge arbitraria si faccia variare M su di 
essa, con la condizione che la posizione limite di M sulla posi- 
zione limite della trasversale sia +0. 

Si deve a C. Skare (*) il seguente risultato: il limite del 
birapporto D è un’ invariante proiettivo delle due curve considerate 
in O: esso non dipende affatto dalle posizioni limiti della trasver- 
sale e del punto M. 

Se le equazioni delle due curve, riferite ad un qualsiasi 
sistema di coordinate proiettive non omogenee avente origine in O 
e la tangente { come asse æ sono 


(1) y =° Daa (a +0), (1) y =x Daa (a, +0) 


detto invariante vale a, | ag. 

Questo invariante di Segre, come lo chiameremo, è dunque 
un carallere proiettivo finito relativo al contatto delle due curve; 
esso vale 1 se le due curve hanno un contatto d'ordine superiore 
al primo (n > 1). 


2, — Invariante assoluto di un’ equazione di Laplace. 


Di questo invariante di Srarr vogliamo far subito un'appli- 
cazione di cui ci gioveremo in seguito. 
Data l'equazione di Laplace (**) 


oe dx da 
Qu dv TA du + dv 


+ex=0 


è noto che »-|-1 soluzioni æ; indipendenti di essa si possono interpre- 


(*) Su alcuni punti singolari delle curve algebriche ete. Rond. Accad, 
dei Lincei, s, V, vol. VI, 1897. 

(**) Si veda p, es. la Memoria Sull’ equarione di Laplace. Rendic, Cire. 
Matem. di Palermo, t, XXXIV, 1912, 
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tare come coordinate proiett. omog. di un punto (di uno S,) che descri- 
ve al variare di «, v una superficie Y sulla quale le linee u (v = 
= cost) e v(u = cost) costituiscono un doppio sistema coniugato. 
Se da un punto P (x) di ® si passa ai punti P! di coordinate x} = 
| 0%, 
mr 
descrivono a lor volta due superficie Pt e P (trasformate di 
Laplace di P) sulle quali le linee u (dv= 0) ev (du = 0) 
formano ancora doppi sistemi coniugati. Il piano tangente in P 
a ® è osculatore alla linea w passante per P! su 4 e alla linea 
v per P~ su ~: sicchè in esso si può considerare una conica 
PY osculatrice in P! alla linea w e tangente in P~! alla linea v 
e un'altra conica T~ osculatrice alla v per P~ e tangente alla 
w per P!, 

E pure noto che l'equazione di Laplace possiede due inva- 
rianti relativi 


+ ax, e P di coordinate x7! AL bx, questi punti 
) EP p 


e quindi un invariante assoluto h/k. Eccone il significato geo- 
metrico [E]: 

L invariante assoluto di un'equazione di Laplace è proprio 
V invariante di Segre (relativo a P! o a P-') delle due coniche bi- 
tangenti V* e I, Se l'equazione ha invarianti (relativi) uguali le 
due coniche coincidono e si ha al teorema di Koenigs. 


3. - Invarianti di contatto fra curve piane [D]. 
Ritorniamo alla considerazione del birapporto D. L’ equazione 
della trasversale » sia 
(2) c=al()y+e 


variabile con e in modo che a, = lima (e) sia finito; ha fun- 
e—>0 


zione « (che per semplicità si può supporre analitica) caratterizza 
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la oo! di rette in cui varia r. Il punto M appartenente ad r 
abbia coordinate x, % (in generale funzioni di s); e sia 
lim M +0. 
5->0 

Il calcolo effettivo di D = D, + Dis + Das? +... fornisce 
i seguenti risultati : 


A. CONTATTO DEL 1° ORDINE FRA CE O. 


1. - Lim D =a,/4 +1: invariante di Segre. 
&-»0 


2. - Il termine del 1% ordine in D dipende dalla posizione 
limite di r (per s —» 0), ma non da quella di M. 

Esiste quindi una relta ry proiettivamente invariante determinata 
dagli inlorni del 3° ordine di O su Ce C per la quale è D, =0. 
Eccone una costruzione: si consideri una qualsiasi conica avente 
un contatto del 3° ordine con © in O, e una conica analoga per 
C: le rette che da O proiettano gli ulteriori punti d' intersezione 
delle due coniche sono divise armonicamente da t e da r}. 


3. - Si consideri il punto di contatto R, di ry con la curva 
inviluppo delle rette 7: si può determinare una posizione 
M,= lim M su ro per la quale è D, = 0; si faccia variare Ro: 

s->0 
le punteggiate descritte da Rọ ed M, (su 7p) sono proiettive, 

Sicchd: Gli intorni del 4° ordine di O su € e su © determi- 
nano sulla retta invariante rg una proiettività (non involutoria, nè 
parabolica) : il punto unito O, O è quindi un punto proietliva- 
mente invariante. | 

Il birapporto di O, O, e dei due punti ove la loro retta vy 


incontra le coniche osculatrici in O a Cea € è proprio l'inva- 
riante di Segre. 


4. - Se si prendono come rette r quelle per O, ed M=0, 
ogni termine dello sviluppo di D è un invariante per collineazioni ri- 
spetto a Cea ©. 


Funni o Ercn, Lexioni di Geometria proisttivo-differenxialo 44 
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B. CONTATTO D'ORDINE INTERO > 1. 


1. - L’invariante di Sears è = 1, 

2, - Il termine principale di log D [infinitesimo di ordine 
^ —1 in e se il contatto à. d'ordine n] è un’ invariante proiettivo 
dipendente esclusivamente dagli intorni di ordine n + 1 di O sulle 
due curve € e €: contrariamente a quanto avveniva per il con- 
tatto semplice, esso non dipende affatto dalle posizioni limiti di 7 
e di M. 

3. — Procedendo come nel caso precedente (A, 2) si trova 
una relta invariante determinata dagli intorni di ordine n + 2 di 
O sulle due curve. 


4, — Invarianti proiettivi di una curva piana [D]. 


Se O è un punto regolare, non sestattico, di una curva piana 
© si consideri la conica D" osculatrice in O e la cubica I?, no- 


data in O, a contatto 7-punto in O con €: posto C — I? e suc- 


cessivamente C — I? il risultato indicato al n? precedente in B. 
2. fornisce due invarianti infinitesimi di C dipendenti rispett. dagli 
intorni di ordini 5 e 7 di O (e di gradi 3 e 5 in e), ciod due 
forme differenziali del 1% ordine (nel difierenziale del parametro che 
individua i punti della curva), o anche, integrando lungo C, due 
invarianti integrali. Il primo invariante infinitesimo e il rapporto 
(finito) di convenienti potenze dei due forniscono, a meno di fattori 
numerici inessenziali, / arco proiettivo e la curvatura proiet- 
tiva, utilizzata da L. BerwaLp e G. Sannia per la riduzione a 
forma intrinseca ed invariante dell equazione differenziale di una 
curva piana, 

La retta invariante, di cui in B.3., è la normale proiet- 
tiva a C in O. 

Si hanno così con sole considerazioni geometriche tutti gli ele- 
menti occorrenti per lo studio di una curva piana (priva di singolarità). 
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5. — Singolarità: punti di flesso [M]. 


Lo studio dei punti singolari è generalmente evitato nella 
. geometria proiettivo-differenziale, mentre esso è proprio di sua 
pertinenza. 

Studiare l’intorno di un dato ordine di un punto (singolare 
o no) di una curva vuol dire assegnare elementi geometrici (punti, 
rette, etc.) comuni a tutte le curve aventi in comune quell’ intorno. 

Per il flesso si hanno questi risultati : 

Se O è flesso di una curva €, le cubiche, a contatto 5-punto 
con € in O, dotate di cuspide hanno le tangenti cuspidali passanti 
per uno stesso punto O, della tangente in O : questo punto rappre- 
senta Uintorno del 4° ordine del flesso su C. 

Le cubiche cuspidate aventi contatto del 5° ordine con C in O 
hanno le loro cuspidi sopra una retta uscente da O: questa retta 
(insieme con O,) rappresenta l intorno del 5° ordine di O su €. 

V'à una cubica cuspidata avente contatto del 6° ordine con C 
in O: la sua cuspide O, (sulla retta precedente) individua (con O,) 
l'intorno del 6° ordine di O su ©, 

Vale certo la pena (anche in vista della teoria delle superficie) 
di caratterizzare analogamente gli intorni di altri punti singolari. 


Il. — Curve sghembe. 


1. — Invarianti di contatto. 


La teoria (proiettiva) del contatto di due curve sghembe, ana- 
loga a quella per le curve piane, non è stata fatta. C. Seere (*) 
ha studiato il caso di due curve aventi in comune la tangente e 
il piano osculatore in un punto: si trova in questo caso un nva- 


(*) Sugli clementi curvilinei che hanno comune la tangente e il piano 
osculatore. Rendic. Acc. dei Lincei, s. V, vol. XXXIII, 1924, 
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riante (di Segre) finito; ma questo risultato è prevedibile perché, 
nell'ipotesi attuale e finchè non si esce dagl'intorni del 2° ordine 
delle due curve, si rimane sostanzialmente nel problema piano, 

Nel caso generale del contatto di ordine n, intero = 1, in O 
delle due curve € e © il procedimento da seguire per la ricerca 
degli invarianti di contatto è il seguente: Si seghino le due curve 
C, C e la tangente comune / con un piano w prossimo ad O nei 
punti P, P, T; poi si proiettino questi punti da una retta 1 
per O e si consideri il birapporto D dei tre piani 7, T, * così 
ottenuti e di un 4° piano arbitrario o per l. 

Lo studio di D, cioè della sua dipendenza da ©, Z, o fornirà 
gli invarianti di contatto delle due curve. 

P. es.: Se n= 1, il lim D quando w tende ad O non dipende 
affatto da o, e:non varia comunque vari 7 in un piano per t; ed 
è precisamente uguale al birapporto di questo piano, del piano 
principale (di Harrmr) relativo alle due curve in O, e dei loro 
due piani osculatori [si ha quindi un fascio di birapporti', 

Se questi coincidono (è il caso trattato dal Secre) l’ invariante 
precedente conserva ancora senso, ma non dipende più affatto dalla 
retta 1 ed è uguale all’ invariante di Skare relativo alle proiezioni 
delle due curve da un punto qualunque sul piano osculatore 
comune. 

Ulteriori ricerche avranno certo interesse. Il fatto che si 
ottenga un fascio di birapporti (cioó due essenziali) in relazione 
ad ogni intorno di O sulle due curve dipende dall'altro (e serve 
a precisarlo in modo proiettivo) che l'aumento di un'unità nel 
loro ordine di contatto equivale a due condizioni indipendenti. 


2. — Piano, retta e punto principali [Q]. 


Indipendentemente dalla ricerca precedente, possiamo subito 
introdurre due nuovi invarianti geometrici relativi a due curve a 
contatto d'ordine » in O. 

HauenEN ha scoperto il piano principale luogo di un punto 
tale che i coni proiettanti da esso le due curve abbiano un con- 
tatto d'ordine » + 1 lungo la generatrice per O, 
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Analogamente si prova che: esistono in detto piano una retta 
principale e un punto principale tali che i coni proiettanti le 
due curve da un punto della retta o dal punto principale hanno 
lungo la generatrice per O un contatto d'ordine n+ 2 o risp. 


n 4- 3. 


3. — Invarianti proiettivi di una curva sghemba [Q]. 


Si associ al punto O di € la cubica sghemba osculatrice 19, 
Con essa e con le quadriche a contatto 7-punto in O con € (pas- 
santi inoltre per il punto di Sannia) si ottiene un ben determinato 
sistema di riferimento (tetraedro fondamentale e punto unità). 
L'arco proiettivo di C si ottiene da quello di una sua proie- 
zione piana (p. es. sul piano osculatore); la conoscenza del punto 
principale relativo a © e a V? in O equivale alla conoscenza delle 
due curvature proiettive (di SaxN1A). 

Sieché anche in questo caso, come per le curve piane, si 
sono trovati in modo geometrico diretto tutti gli elementi fonda- 
mentali della teoria. 


HI. — Superficie. - Le forme fondamentali. 
A, METODO DEGLI INVARIANTI INFINITESIMI. 
1. - Invarianti infinitesimi di contatto fra superficie. 


Una sistemazione organica della teoria delle superficie deve 
fondarsi, come quella delle curve, sulla teoria del contatto di due 
superficie, ciod sulla determinazione degli invarianti proiettivi, 
finiti e infinitesimi, di contatto. La ricerca offre qui molto maggior 
varietà che nel caso delle curve, per le varie circostanze che pos- 
sono presentare le due superficie anche quando sia fissato il loro 
ordine di contatto. 
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Ma qui, in vista del particolare risultato che si vuol rag- 
giungere (ricostruzione geometrica delle forme invarianti di Fupini) 
basterà occuparsi di un caso particolare della teoria stessa (cor- 
rispondente a quanto si è fatto per le curve piane in 1-4). 


2, — L'elemento lineare proiettivo di una superficie [F]. 


Considero una superficie 6 non rigata e un suo punto O 
generico (cioò tale che nessuna delle tangenti asintotiche sia a 
contatto più che tripunto con s). Quando occorrerà, mi servirò 
della rappresentazione parametrica x, (u, v) in cui le linee w (dv — 0) 
e v(du — 0) rappresentino le asintotiche e le x, siano le coordi- 
nate normali di Funiwr soddisfacenti al sistema [G. P. D., pagi- 
ne 89-90] 


no 0010g BY 
qu. = nega Yo + Ba, + na 


(4) 


To Luk va. 


— log Br 
cs 77 Qv 

Questa scelta ó fatta al solo scopo di rendere piü brevi i 
calcoli, ma non è affatto necessaria: essa, com’è noto, dipende 
dalla normalizzazione delle forme fondamentali, che noi ritrove- 
remo in modo affatto indipendente; sicchè anzi le nostre costruzioni 
geometriche danno un procedimento diretto per raggiungere tale nor- 
malizzazione (delle forme e delle coordinate protettive). 

Si consideri la quadrica @ di Lic [G. P. D., pag. 131] re- 
lativa ad O. Sia r una retta prossima ad O che seghi o, Q e il 
piano t tangente in O a o rispettivamente nei punti O”, Oa, T 
prossimi ad 0; e sia M un punto preso a piacere su r diverso 
dai precedenti. Come varia il birapporto D = (0', Oa, T, M) al 
variare di r e di M (su r)? Se O' tende ad O sopra una curva 
non tangente ad una asintotica in O si ha: 


a. lim D —1 (è l'analogo dell'invariante di SronE), indipen- 
0» 0 


dentemente dalle posizioni limiti della retta r e del punto M. 
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B. Il termine principale di log D (invariante proiettivo in- 
finitesimo) è indipendente dalle posizioni limiti (per O' —»O) di r 
e di M e dipende soltanto dalla tangente in O alla curva sulla 
quale O' tende ad O; esso vale 


.l du? -+ yh? 
3 du dv 


(ove du/dv dà la tangente considerata), cioà fornisce un significato 
immediato dell’ elemento lineare proiettivo di Fubini (*). 
7. Se O' tende ad O sopra un'asintotica lim D = 2/3 per 
0 —»0 


la quadrica di Lie; mentre è = 1 se ad essa si sostituisce una 
quadrica avente (per generatrici le tangenti asintotiche in O e) 
contatto del 3° ordine con l’asintotica. 


3. — Le due forme normali di Fubini [F]. 


Pure con un birapporto infinitesimo si lascia esprimere la 
forma normale quadratica di Fusini. 

Si consideri una qualsiasi curva di o uscente da O in dire- 
zione du/dv e da un suo punto O' si conducano le asintotiche 
che taglieranno quelle per O in due punti O; e O;; della loro 
congiungente si considerino i punti O' e C" d'intersezione con 
la quadrica di Lig e il birapporto D' = (0; 0' C" 0%). 

Il termine principale de! birapporto D' quando 0'-» 0 à un 
invariante proiettivo infinitesimo che dipende solo dalla tangente in 
O alla curva descritta da O” e vale 


1 
y Pr du do 


cioè (a meno di un fattore numerico) fornisce il significato geome- 
trico della forma quadratica normale di Fubini, q, = 2 fr ydudo. 


(*) Il Terracini, in una Nota Lincea in corso di stampa (1926,) ne dà 
la seguente interprotazione : le due tangenti asintotiche in O e quelle in 0° 
segano la retta comune ai loro piani in 4 punti; uno dei loro birapporti ha 
per termine principale, quando 0'—>0, 4/9 del quadrato dell’ elemento 
lineare proiettivo. 


A Ga A A ini 


rn 
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Il risultato vale, con un semplice cambiamento del fattore 
numerico, quando invece della quadrica di Lie si prenda una 
qualsiasi quadrica contenente le tangenti asintotiche di o in O. 
In particolare, se la quadrica si spezza si ha il seguente risultato 
espressivo : 

Se da un punto generico (non appartenente a c!) si proiettano 
sul piano tangente © le corde OO; ed OO; di o, il termine princi- 
pale del birapporto di queste due rette e delle tangenti asintoliche 


in O vale Arda dv (qualunque sia il centro di proiezione). 


Questa semplicissima costruzione fornisce quindi direttamente 
la forma normale y, e, insieme con la precedente, la forma cubica 
normale 94 = 281 (Pdu? + dv?) : ed è proprio questa semplicità 
che dà ragione dell'importanza e dell'opportunità della normaliz- 
zazione raggiunta dal Fusıxı per via analitica ! 


4. — Le prime forme elementari [N]. 


Chiamo così le forme monomie 
du? dv? 
e dv? " du 
la cui invarianza si dimostra subito sottoponendo le (1) ad una 
qualunque delle operazioni che non mutano la superficie o e le 
linee parametriche (asintotiche) su di essa. La considerazione di 
queste forme elementari è forse più vantaggiosa di quelle normali 
del Funmi: anche il loro significato geometrico è più semplice. 
Esso si ottiene pure da birapporti infinitesimi (nei quali non inter- 
viene la quadrica di Lin). 
Si consideri un arco di curva OO" (di o) uscente da O (u, v) 
in direzione du/dv e il punto d intersezione O dell’ asintotica u 
uscente da O e dell’asintotica v uscente da O': se T è il punto 
ove la O10' sega il piano tangente in O ed M è un punto qual- 
siasi di questa retta, il termine principale del birapporto (Ot; 0'T M) 


2 
al tendere di O' ad O (purchè M non tenda ad 0) vale + s ; 


analogamente si ha l'altra forma elementare considerando invece 
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di Ot il punto O; intersezione dell’asintotica v per O con V asinto- 
tica u per O'. 

La somma e il prodotto (dei termini principali) di questi due 
birapporti danno senz’ altro l'elemento lineare proiettivo di Fubini 
e la forma quadratica normale (a meno di fattori numerici). | 

Il prodotto di una delle due forme elementari per il qua- 
drato dell altra fornisce i due invarianti, dipendenti ciascuno da 
un solo differenziale 


d,8 = By du’, d,s? = By di? : 


è conveniente assumere d,s e d,s (determinati a menó di una 
radice cubica dell' unità) come elementi d'arco proiettivi delle 
asintotiche in O. 

Consideriamo ora il reticolato delle linee asintotiche su o e 
in particolare una maglia di esso, definita dai vertici O (u, v), 
(u + du, v), (u, v + dv), (u + du, v + dv). La differenza fra gli 
archi proiettivi di due lati opposti della maglia, p. es. di quelli 
situati su asintotiche u (dv = 0) è l'invariante infinitesimo 


dg, dado 
8 Ov ds ^' 


sicchè : 


Le linee di Segre sono le diagonali di un reticolato di asinto- 
tiche è cui lati contigui (infinitesimi) hanno archi proiettivi uguali 
(per le linee di Darboux, che costituiscono l'altro sistema di linee 
diagonali, i lati contigui sono uguali e di segno opposto). Le linee 
canoniche sono diagonali di un reticolato di asintotiche in cui in 
ogni maglia le differenze degli archi proiettivi delle coppie di lati 
opposti sono uguali (e di segno opposto, per le linee coniugate a 
quelle canoniche), 

3 

Anche del rapporto (2) = LI può darsi un significato 
molto semplice: esso è il termine principale del birapporto dei 
punti Oj O;, del punto ove questa retta incontra il piano tangente 
e di un quarto punto arbitrario su di essa (non tendente ad O 
con 0'). 
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Dal prodotto dei birapporti che definiscono p, = 2f'(dudv e 
p. es. Bdu?/dv si ha il significato di d,s? (indipendente dalla 
curva scelta a definire quei birapporti). 


5. — Alcuni elementi geometrici. 


La conoscenza delle forme e, quindi, delle coordinate normali 
equivale geometricamente a fissare un tetraedro di riferimento rela- 
tivo al punto O i cui vertici sono i punti z, Xu, Ve, Vus che indicherò 
con O, 0,, Oz, Og. Comunque si vari il fattore di proporzionalità 
delle z,, cioè si assumano in loro vece le y, =pa, con p(u, v) X0 
nel campo che si considera, i punti analoghi ad O,, O, descrivono 
le due tangenti asintotiche uscenti da O, mentre la retta OO, è 
sempre la polare reciproca di O, O, rispetto alla quadrica di Lax, 
Q (precisamente: i lati 0,0, e OO, del tetraedro sono fissati 
appena si assegnino i valori di p,/p e di p,/p, cioè il dlogp; 
per fissare O, bisogna assegnare p). Se le æ sono coordinate nor- 
mali di Fusi, il lato OO, è la normale protettiva di Fusi. Essa 
è stata definita geometricamente in vari modi. Il seguente 0 
dovuto al Terracini (*). E noto che esistono infinite omografie 
trasformanti la 5 in una o' avente un contatto del 3° ordine con 
o in O (e tali che ciascuna tangente asintotica in O abbia per 
corrispondente sè stessa). Ogni tale omografia conserva anche 
l'intorno del 4° ordine di 5 per una quaterna di direzioni di o 
uscenti da O. Ad ogni retta uscente da O, considerata come retta 
unita in tali omografie corrisponde (in due modi diversi) un fascio 
di quaterne (associate) come le precedenti. 

Se le qualerne associate ad una retta per O sono apolari alla 
terna di Segre (e perciò basta che lo sia una) quella retta è la nor- 
male protettiva. 

Un'altra costruzione della normale proiettiva, data di recente 


(*) Sul significato geometrico della normale protettiva. Rend. Aco, dei 
Lincei, s. VI, vol. MII, 1926. 
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dal Fusini (**) la ricollega alla considerazione delle quadriche di 
Dir relative ad O e ai punti infinitamente vicini sulle asintotiche 
per O. 

Passo a caratterizzare [B] il vertice O del tetraedro fonda- 
mentale, Si considerino le due rigate costituite dalle normali 
proiettive uscenti dai punti delle due asintotiche per O, Il piano 
tangente ad una di esse in O tocca l’altra in un punto O (+0) 
della normale; sia M P ulteriore punto d'incontro di questa nor- 
male con Q: il vertice Og è il quarto armonico dopo O, O, M. 

La quadriea Q di Lx (oseulatrice lungo la generatrice per O 
ad una qualsiasi delle rigate delle tangenti asintotiche di un 
sistema uscenti dai punti dell’ asintotica dell'altro sistema passante 
per 0) è un elemento essenziale nella determinazione sia degli 
invarianti infinitesimi (forme fondamentali) sia degli altri elementi 
geometrici (tetraedro relativo ad 0). Il seguente teorema [B] dà 
una proprietà dei singoli punti di essa : 

La quadrica di Lie è il luogo dei punti singolari della rete di 
complessi determinata dalla congruenza lineare speciale osculatrice 
in O ad una delle asintotiche e dal complesso lineare osculatore alla 
rigata delle tangenti asintotiche dell’ altro sistema mei punti della- 
sintotica considerata, 

Ancora da essa si può far dipendere [B] la determinazione 
delle terne di Darpoux e di Srare e delle due direttrici di WiLo- 
ZYNSK1; per queste si ha il teorema [K]: 

Si considerino à 4 punti (4 O) in cui Q tocca il proprio invi- 
luppo e i due lati, reciproci rispetto a Q, del quadrangolo (di De- 
moulin) da essi determinato ; le due rette appoggiate ad essi, una 
per O l’altra nel piano tangente ivi +, sono le direttrici di Wilc- 
zynski. l 
Altri elementi geometrici atti a caratterizzare i successivi 
intorni di un punto O della superficie si troveranno applicando 
p. es. le considerazioni fatte in I.5 alle sezioni di o con piani 
passanti per una tangente asintotica: ma una ricerca in tal senso 
non è ancora compiuta. 


(**) Nuova trattazione elementare dei fondamenti ete. Rend, Istit. Lom- 
bardo, vol. LIX, 1926. 


e ci 
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B. METODO DEI SISTEMI ASSIALI 
1, - Definizione dei sistemi assiali. 


All’esposizione di questo metodo occorre premettere la defi- 
nizione di sistema assiale di curve sopra una superficie [4, 0]. 
Per ogni punto O di o si dia una retta (non contenuta in ©); i 
piani osculatori alle curve del sistema passanti per O contengono 
la retta. Il sistéma assiale si dirà associato alla congruenza delle 
relte date (assi). 

Dualmente, a partire da una congruenza di rette contenute 
nei piani t (ma non passanti per i relativi punti O di o), si pos- 
sono definire i sistemi radiali (in corrispondenza alle due 
interpretazioni della retta-asse e della retta-raggio). 

Se le rette delle due congruenze di un sistema assiale e di 
un sistema radiale una. passante per O, l'altra contenuta in c, 
sono polari rispetto a Q i due sistemi si diranno polari [G]. 

Ad ogni forma lineare lg, — l(h,du — hydv) [ove 1 è un 
fattore numerico, ed 4, e A, sono funzioni di w e v] è associato 
un sistema assiale definito da 


Br (dudo — du) = — BY (Edu — du?) + pal (h, du — ha dv) 
e un sistema radiale (polare del precedente) definito da 
Br (du è? v — dv ò? u) = By (Pdu? — yde?) + pal (h, du — hy dv) 


ove à indica differenziali controvarianti costruiti rispetto a py = 
=2ydudv [il fattore By è posto soltanto per dare a ciascun 
termine carattere invariantivo]. 

L importanza di questi sistemi per la teoria delle superficie 
e delle loro corrispondenze apparirà in seguito, 


2.- Un invariante fondamentale. Curve anarmoniche. 


Un secondo metodo [G] per la ricostruzione delle forme nor- 
mali del Fusini è basato sulla conoscenza di un sistema œ? di 
curve di 5 invarianti per applicabilità proiettive. L’ ordinaria 
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teoria dell’ applicabilità si serve appunto del sistema œ? delle 
geodetiche: ma mentre in questo caso il dato fondamentale è il 
ds*, di significato noto, nel caso proiettivo è proprio la conoscenza 
di una forma (p. es. quadratica) che ci manca e che anzi vogliamo 
ricostruire. È insomma la stessa difficoltà segnalata fin dal prin- 
cipio e che si ripresenta sotto altra forma. 

A risolverla ci gioviamo qui del fatto che una direzione di c 
uscente da un suo punto O possiede un invariante proiettivo. Tale 
è infatti l'invariante assoluto della quaterna di rette costituita dalle 
tre tangenti di Darpoux e dalla direzione du/dv in O. Questo 
invariante finito, del 1° ordine, vale, a meno di un fattore nume- 
rico inessenziale Z == 43 / pi”; e l'analogo, quando alle tangenti 
di Darsoux si sostituiscano quelle di Skrare è T = 3/ v2, Di 
questi due invarianti finiti del 1° ordine si conosce dunque il signi- 
ficato geometrico. 


Chiamo curve anarmoniche quelle per le quali 7 = co- 
stante. La loro equazione differenziale è 


By (dudo — dvd*u) = + a Pa 


yes iit TE du 7j Pa. 


A (eo cb 0 log? do) 
ðv 

I piani cuspidali del cono inviluppato dai piani osculatori. alle 

curve anarmoniche in O passano per la retta di Segre relativa ad O 

(cio per la retta, trovata da Cron, per cui passano i piani oscu- 

latori alle curve di Srare in O). 


3. — Le forme di Fubini [G]. 


Insieme ad Z è naturalmente invariante dlogZ completamente 
definito appena si dia un elemento del 2° ordine di una curva 0; 
si ha 


u_—dud®v) + è Fs ; 


dlo 
5 $3 
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Da questo invariante differenziale del 2° ordine si ricava un 
invariante del 1° ordine quando si calcoli per le curve di un 
sistema œo? proiettivamente definito su o (sostituendo ai ò? in 
dlog 1 i loro valori tratti dall equazione differenziale del sistema). 

Tale è p. es. il sistema assiale associato alla congruenza delle 
rette di Segre (ritrovate or ora proprio in relazione ad 7); indi- 
cando con d,logZ il valore di dlogI calcolato per una di queste 
eurve si ha 


d, log 12% = po [ Pa 


che dà il significato geometrico dell’ elemento lineare protettivo di 
Fubini. Ma di più 


d,log I?/? 12 d, log 128 13 
ESE 


T qu 


cioè la considerazione degli invarianti geometrici I ed I' e del sistema 
assiale associato alla ongruenza delle rette di Segre (pure definito 
in modo geometrico, indipendentemenle da qualsiasi considerazione 
analitica) fornisce direttamente sia l'elemento lineare proiettivo di 
Fubini sia le sue forme normali. E l'opportunità della scelta di 
esse risulta di nuovo messa in luce dalla semplicità e naturalezza 
del loro significato. 


4. — Altre forme invarianti del 1° ordine. 


Con lo stesso metodo può ottenersi il significato di altre 
forme invarianti. Accenniamo brevemente ad alcune [G]. 

a) Sulle geodetiche di p, è d,log1 =,dP3/9s e similmente 
per d,log 1'; sicchè calcolando dlogl sopra un elemento di 2° or- 
dine di una qualsiasi curva e sulla geodetica di p, tangente si ha 


(2) (d — d) log 1 
Ps (d — dj) log I 


invariante finito del 1° ordine (e non del 2°, come poteva atten- 
dorsi). 
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B) Data la forma lg, =Z} (hidu — h,dv) ciod un sistema 
assiale e il sistema radiale polare, si considerino i piani osculatori 
in O (u, v) alle curve di questi sistemi in direzione d, il piano 
normale (contenente la normale pr.) per d e il piano t tangente 
in O a o: il birapporto di questi piani è l’invariante finito del 
1° ordine pa .19,/%3. Troveremo in seguito il significato di lg}. 


IV. — Invarianti delle curve sopra una superficie. 


1, — Curvatura proiettiva. 


Data una eurva € di o uscente da un suo punto O le due 
forme normali, o l'elemento lineare proiettivo, ne costituiscono 
invarianti differenziali (infinitesimi) del 1% ordine [e con essi si 
può formare un invariante finito]. 

Vogliamo procurarci ora invarianti del 2° e del 3° ordine 
(cioè dipendenti dai differenziali 2! e 3' di w e v) che diremo 
curvatura e torsione proiettiva (della curva in 0). 

Sarà comodo porre ds? = 4, ed indicare con d?u, ó*o,... 
i differenziali controvarianti rispetto a pa. 

Si consideri [F] la tangente 4 in O a € e la proiezione sul 
piano tangente c, fatta da un punto della normale proiettiva, di 
una corda 00' di ©, e infine il birapporto D di queste due rette 
e delle due tangenti asintotiche, 

La parle principale del logD per 0'—>0 su € è 


Br (duo — dvd*u) FEN SLT 
Pa 2 Pa 


ove Ya =2 By (Bdu? — dv); questo invariante proiettivo infinitesimo, 
diviso per ds, fornisce un’ invariante finito di C (curvatura proiet- 
tiva). 

Proprietà caratteristica dei sistemi assiali di curve su o è che 
la curvatura proiettiva è una funzione lineare dei parametri du / ds, 
dv/ds della direzione che si considera uscente da O. 

La curvatura asintotica di Fopini di € in O à (du dv — 


PP TUNER IE SERRE NT ETTARI FRI SU PP UE a 
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— dvd? u) / ds'. Il suo significato geometrico, facilmente ricava- 
bile dal precedente, è questo : 

Su € e sulla geodetica di p, tangente a O in O si prendano 
i punti O' ed O” e si proiettino le corde OO' ed OO" da un 
punto della normale protettiva sul piano tangente : il log, del biráp- 
porto di queste due proiezioni e delle due tangenti asintotiche in O, 
diviso per ds, ha per limite, quando O' ed O” -> 0, la curvatura 
asiniotica di € in O. 


2. - Curvatura relativa di due curve. 


Più in generale [G] date due curve tangenti in O, in dire- 
zione d, si consideri in 0° — O + dO il log. del birapporto delle 
tangenti alle due curve e delle tangenti asintotiche, Il suo ter- 
mine principale è l’ invariante infinitesimo 


(du dv — dw ò? u), — (du dv — dvd? u), 
du dv 


(ove gli indici 1 e 2 a numeratori stanno a distinguere gli ele- 
menti relativi alle due curve). Questo invariante infinitesimo, 
diviso per ds =/2fydudv, può dirsi curvatura proiettiva 
relativa delle due curve in O. 

Se una di esse è l'estremale di y, tangente all'altra si ha 
proprio la curvatura asintotica di FupixI. 

Si hanno inoltre i teoremi [G]: 


L' invariante infinitesimo precedente relativo ad una curva 
assiale e alla curva ad essa tangente del sistema radiale polare non 
dipende affatto dalla scelta di questi sistemi (cioè dalla forma lg, 
o dalla congruenza che li definisce) e vale 2/9; e si ha qui 
un nuovo mezzo per definire l'elemento lineare proiettivo di 
Fur. 


L' invariante infinitesimo relativo ad una curva di un sistema 
assiale in O e alla curva, ivi tangente, del sistema assiale associato 
alla congruenza delle normali proieltive vale precisamente 21g, 


APPENDICE II, 693 


(forma che serve a defininire il primo sistema assiale). Si ha cosi 
il significato dell'invariante integrale 1 Í gı lungo una curva di o. 
Altri risultati in [G]. 


3. - Le forme elementari e gli invarianti di curvatura [N]. 


La ricerca di un invariante di curvatura di una curva € 
equivale in sostanza a determinare una scelta intrinseca dei dif- 
ferenziali secondi sulla curva stessa. Nelle formole precedenti i 
differenziali secondi à? sono appunto controvarianti rispetto alla 
forma quadratica ds? = 2 (dudv. Ma noi abbiamo in realtà due 
forme invarianti indipendenti, p. es. le due forme normali di 
FuniN; o se si vuole le due forme elementari. Sicchè appare più 
giustificato procedere in modo che tutt'e due queste forme gio- 
chino nella formazione dell'invariante cercato. 

E si.potrà procedere così: Si prendano su € due archi (infi- 
tesimi) 00' e O'O” con la condizione che una delle forme ele- 
mentari o una loro funzione assuma per essi lo stesso valore: si 
determini poi la variazione subita dall'altra forma, o da un'altra 
funzione delle due forme, per la sostituzione dell’arco O'O" 
all'areo O'O; questa variazione è, data la sua definizione, un 
invariante (infinitesimo) di curvatura (da cui si passa subito ad 
un invariante finito). 

Per esemplificare si considerino le due funzioni delle forme 
elementari 


d, 8 d, 8 1 dv 
8 9 pad De d bs = — y l i5 1591 
ds Brdudv, e Li ovv. tog (325) 3 log y /f + log 2i 


Se si pone la condizione che OO' e O'O” abbiamo lo stesso 
ds la variazione 8 subita da d,s/d,s per il passaggio da 00' 
ad O'O" è definita da 


Ü de 2 du dv du 0? v — dv ou 
ae (= Pn) mt me 


Fupini o Cncn, Lexioni di Geometria proiettivo-differenziale. 45 
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log BY? 
du 


varianti rispetto a ps. 

Se invece è d,s/d,s che si assume costante sugli archi 
OO' ed O'O" la variazione A subita dal ds della curva C in 
questo passaggio è definita da 


2 
sc du == SEPT. 6:88 sono i differenziali coniro- 


ove d,— P 


Ads 1 du Av + dv A? u 


du dv 
O + is 


ove 


Au = d'u + lan Av = div Pene, 


ôv 


Mentre la condizione d'invarianza nel 1° caso è dud*v + dv6* u = 0 
(che in fondo equivale al Lemma di Riccor) nel 2° caso è invece 
du Av — dv A?u = 0; ma, à bene ripeterlo, la scelta dell'una 
o dell’altra condizione è in nostro arbitrio, 


4. - Metodo generale per la costruzione di invarianti. 
Trasporto proiettivo [0]. 


Oltre ai metodi precedenti per la costruzione di invarianti 
differenziali del 2% ordine v'è un metodo di portata più generale 
(in quanto può applicarsi anche a problemi diversi dall'attuale) 
fondato sulle osservazioni seguenti. 

Sia dato un problema di variazione relativo all integrale 


Í f (u, v, v') du = Î ds e una forma quadratica in du, dv definita 


anche a meno d'un fattore (cioó un'equazione quadratica nei dif- 
ferenziali du, dv). In un punto O (w, v) si consideri una dire- 
zione d (du/dv) e un'altra direzione à (2w/2v). Si può definire 
come parallela a è in O' — O + dO in rapporto al problema di 
variazione assegnato quella direzione uscente da 0" per la quale 


il (log. del) birapporto di essa, della estremale di Jas per 00' è 


delle due direzioni che annullano la forma quadratica (in 0') à 
uguale al (log. del) birapporto delle analoghe direzioni in O. 


APPENDICE II. 695 


Come si vede se il ds è il solito elemento lineare della geo- 
metria riemanniana e se l’equazione quadratica in du/dv è proprio 
ds? = 0 si ha senz'altro il trasporto parallelo di Levr-Crvrra. 
Ma in molti casi, come appunto nella teoria proiettiva delle su- 
perficie, puó essere necessario distinguere il problema di varia- 
zione, cioù lasciar libera la scelta della funzione /, dalla scelta 
dell'equazione quadratica ; si ottiene così da due diversi punti di 
vista una maggior generalità: e nella scelta di / e nell’indeter- 
minazione del fattore della forma quadratica. 

Mettiamoci nel caso della geometria proiettivo- differenziale. 
Data c risulta definito (senza alcuna normalizzazione) V elemento 
lineare proiettivo di Fupini (anche per le superficie rigate, finora 
escluse) 


_ du? + du 
siae du dv 


e così pure l'equazione quadratica duX dv= 0 che rappresenta in 
ogni punto le tangenti asintotiche (mentre v, e py esigono una 
normalizzazione). 


Si possono perciò applicare le considerazioni precedenti alle 
pangeodetiche [estremali di if (Bdu? + dv) /dudv] e a dudv= 0; 


e quindi si può definire il trasporto protettivo di una direzione 


è ò 
=> Co E (v. le formole relative in [C)). È chiaro che, 


definito questo trasporto (ripetiamolo : indipendente da ogni nor- 
malizzazione) si può servirsene per la costruzione di invarianti 
proiettivi. 

Cosi p. es. data una curva uscente da O in direzione d, se 
si fa il trasporto proiettivo di d — è secondo d cioó se si costrui- 
sce in O' — 0 + dO la tangente alla pangeodetica uscente da O 
in direzione d, il log. del birapporto di questa, della tangente 
in O' alla curva e delle tangenti asintotiche (in 0°) diviso per 
il ds dà un invariante di 2° ordine relativo alla curva (che può 
dirsi curvatura pangeodetica) espressa da [C]: 
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28 (du dv — dvd? u) 1 Pa 
RE AA A dita 
Ps T 2 (da u ba v) Pa 


A i (B padu” — Y p, dv?) g 


` 


ove ô? indica di nuovo differenziali secondi controvarianti rispetto 
a a [ma va qui ripetuto che il servirsi nella scrittura, per bre- 
vità, delle forme normali y, e Y non implica affatto la loro 


ô log im ð og cito 
— er ona fa 


Quanto s'è detto per l'elemento lineare proiettivo può ripe- 


8 
tersi per i problemi relativi a via 0 ea s [Ve = 0 
quando si sia trovato, come in III A o in III B, il significato 
di p e di 93; e così pure per le estremali delle forme elementari. 


conoscenza] e 4$, = 


— 


5. — La torsione proiettiva. — Sezioni piane. 


Per definire un invariante del 3% ordine di € procediamo 
così. Si consideri un punto O” prossimo ad O su € e un punto 
O" sulla sezione piana osculatrice in O a ©, e si proiettino, da 
un punto della normale proiettiva su t, le due corde OO' ed 
00". Se O' ed O” tendono insieme ad O il log. del birapporto 
delle due proiezioni e delle tangenti asintotiche in O (cioè 
l'angolo infinitesimo proiettivo delle due proiezioni), diviso per 
ds (=/28dudv) è un invariante del 3° ordine di € che si dirà 
torsione proiettiva ; esso vale: S/ds' ove 


S= 7" (au dtv — dodu)g, — Pr (du dto — dot) fs + 


x E = 
+ 381 (Pdu? dtu — dv* à*v) pa — — Po Po + Papi — Papa 


——————— > 
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= MEET a ui ER 3 ólog fr? i 
Fa = (n +8 Ras nol P 


E ologf y? , 0 log 7 
= pr CEE dui — py LI! dy 
g= BY à dul — BY àv dvi, 


Un altro modo per giungere ad un invariante differenziale 
del 3% ordine, non essenzialmente diverso dal precedente, è questo : 
La distanza proiettiva di O' dal piano osculatore in O, quando si 
prenda come assoluto la quadrica di Lie, divisa per ds9?/ y3, è 


1 
l'invariante S/g3p3%, Il rapporto fra gli ultimi due invarianti 
dà un nuovo significato geometrico dell’invariante finito (del 1° 
ordine) p/p”. 

Si noterà che la (prima) curvatura proiettiva è invariante per 
applicabilità proiettive di o (quindi anche per collineazioni) mentre 
la torsione proiettiva è invariante solo per collineazioni. Ciò è in 
completo accordo col fatto (e serve a chiarirlo) che le applica- 
bilità proiettive operano su o come collineazioni fino all’ intorno 
del 2° ordine di un punto generico, ma non fino al 3°. 

L'equazione S — 0 è l'equazione differenziale (intrinseca, cioè 
espressa con soli elementi relativi a o) delle sezioni piane di o. 


6. — La terza forma fondamentale di Fubini. 


Chiamiamo così la forma normale quadratica di Fubini che 
uguagliata a zero fornisce le linee di curvatura proiettive di o: 


2 
c, du? — c, dv? == (n + pere) du? — ( + LPC) ass : 
Ebbene [F]: 

Il valore della terza forma fondamentale, relativo ad un punto 
e ad una direzione, si ottiene moltiplicando per ds? la torsione proiet- 
tiva della linea assiale, associata alla congruenza delle normali proiet- 
tive (III B, 1 per 1— 0) che esce dal punto nella direzione assegnata. 
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V. — Invarianti proiettivi di una superficie. 
1. — Osservazioni generali. 


a) Sia dato un invariante del 1° ordine 7,' (dipendente ciod 
da u, v, du, dv): se è dato un sistema co! di curve (dipendenti 
da un'equazione differenziale del 1% ordine) definito proiettiva- 
mente su c si avrà un invariante Z relativo al punto u, v della 
superficie calcolando 7, sulla curva del sistema che vi passa (o 
sulle curve che vi passano, nel qual caso si otterranno invarianti 
irrazionali dai quali si traggono facilmente invarianti razionali) : 
basterà sostituire in Z, l'espressione (o le espressioni) di du/dv 
tratte dall'equazione differenziale. 

Potranno servire allo scopo le linee asintotiche, le linee di 
Darsoux e quelle di Skere, le linee di curvatura proiettiva etc. 
(purchè per il sistema adottato 7, non perda senso o assuma sem- 
plicemente un valore numerico). 

B) Analogamente da un invariante del 2° ordine 7, (conte- 
nente u, v, du, dv, d'u, d?v) si trae un’invariante Z, calcolandolo 
per gli elementi del 2° ordine delle curve di un sistema co! (come 
quelli già considerati); oppure y) un invariante 7, calcolandolo 
per le curve di un sistema co? proiettivamente definito su a (p. es. 
per il sistema di linee assiali associato alle normali proiettive, o 
alle rette di Srarr ete.); e dall’invariante Z, si passa come s'e 
detto ad un invariante Zo. 

Si hanno così invarianti puntuali di una superficie. Gli inva- 
rianti ottenuti saranno tali per applicabilità proiettive o soltanto 
per collineazioni secondo che in essi si possono far figurare sol- 
tanto B e y o invece anche n e y (0 e, e cy). 


2, - Inyarianti dell elemento lineare proiettivo. 


Ad illustrare in modo concreto le considerazioni precedenti 
a), B), 1) vogliamo ritrovare [C], dandone il significato geometrico, 
alcuni invarianti dell elemento lineare proiettivo, in base ai quali, 
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come si sa dalla teoria svolta dal Camra e dal Cech, è possibile 
decidere dell'applicabilità proiettiva di due superficie. 


0 log By? 8logQ?* 


Poniamo come prima d, = = 
p da E. da dv 


Calcolando, secondo æ), l’invariante ci ir per le 


linee di Darnoux e per le linee di Skare si ottengono invarianti 
(irrazionali, e da essi, con opportune combinazioni, invarianti ra- 
zionali) che equivalgono alla conoscenza degli invarianti ®, W, 
V" di Cech [G. P. D., pag. 333]. 

Calcolando, secondo f), la curvatura pangeodetica delle linee 
di Segre in un punto e facendone il prodotto si ha di nuovo P in- 
variante W. 

Secondo y) la curvatura pangeodetica delle linee assiali asso- 
ciate alla congruenza degli spigoli di Green è un invariante del 
1° ordine; il prodotto dei valori ch'esso assume per le linee di 
Srark è Pinvariante W. — — 

Ancora: la curvatura pangeodetica della estremale di +, uscente 
da un punto in direzione canonica equivale (noti W e W”) alla 
conoscenza di €. 

Invece le eurvature pangeodetiche delle linee canoniche e delle 
loro coniugate, secondo f), equivalgono alla conoscenza di 9 e 0° 


` (noti D, W, W' e i due invarianti H e K). 


3. — Le forme elementari e gli invarianti precedenti. 


Ma il metodo più regolare per l’acquisto „degli invarianti e 
che ne dà un significato geometrico immediato è il seguente [N]. 

Consideriamo di nuovo gli elementi d’archi (proiettivi) di 
asintotiche definiti da 


dis = Brdu’, dis = fd, 


La variazione subita da ciascuno di essi passando da un lato di 
una maglia asintotica all opposto, riferita al prodotto dei due ele- 
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menti iniziali è evidentemente un invariante della superficie; si 
hanno così i due invarianti (irrazionali) del 1° ordine 


didos 1 1 Ologff? did,s 1 1  ólogf*ry 


diedss -2 FARM E T disd,s 3 dv 


da cui gli invarianti razionali 


2 Pp , 3 3 
phd gH pelli Ven. 


La variazione subita dal 1% invariante spostandosi lungo la- 
sintotica v, riferita al suo elemento d'arco € l'invariante del 
2° ordine: 


d, | duds Y 1 1 egiie 
BODY du Ov 


analogamente si ha 


d, ddis I2c CRU (07 al MR 
dis d,8d,8 — 8 BY du dv ’ 
e da essi 
_ 1 0%loggy _ ([didad,s | did;dgs / 
— K = BY TS àv = d, 8 TAS. d48 dy 8 | 


1 ,,_ 1 1 9ogf/(  (djd4d,s  dad,dys 
siata ior > gd gg A Sani sr ava ILE, 


(con d,s das = By dudo). 

dı das 
d,s das 
quando ci si sposti lungo l'asintotica « dell’ elemento ds. È na- 
turalmente da porsi d,d,s — 0 il che fornisce 


Cerchiamo ora la variazione subita dal 1° invariante 


ARI MS. 


m — 
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M o — = 


d,s 8 GT du 


e in conseguenza si ha 


1/0 loggr 1 ôlogßy? 0logp*r 1 _d, /dida8 

3 du — 8 du Qu : Pa 

e analogo invariante scambiando 1 e 2 (e così B e y, w e v). 
In luogo di essi si possono prendere gli altri due : 


enl dlogfr? — — Ologf' ôlogfr logy — 

9 BY qui du du du a 
dd (¿ds \ / dde y 
ride V- d; 60,3 d, 8d, 8 

TN ô? log 8? * Ologf'; ologf*y | Ologgu _ 

9 py àv? TARA PON dv duo 


1 d; d.d; 8 ) m dad,s WV 
2 das d,sdys desd ,s 
e da questi per somma e differenza si hanno gli altri due 


_ $ 0logp/Br $ 0logp/Br 
spet ee giare ie X -0 


¡€_xE_-— — —_—______._r  4pqmunm»ÀEH-P_ _LrTFWurerrTwtTtT 
. 


Così apparisce chiara la formazione di questi invarianti : 
quelli del 1° ordine misurano la differenza degli archi (proiettivi) 
dei lati opposti di una maglia asintotica ; quelli del 2° ordine non 
sono altro che le derivate di essi secondo le asintotiche passanti 
per il punto in cui si calcola l’ invariante, 
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4, — Invarianti per collineazioni. 


Agli invarianti precedenti (di cui altri significati possono tro- 
varsi nei miei lavori) aggiungiamo ora alcuni invarianti per 
collineazioni [K]. Com’è noto la quadrica di Lu relativa al punto 
O e quella relativa ad un punto infinitamente vicino sopra un’a- 
sintotica si tagliano (oltre che nelle due tangenti asintotiche in O) 
in due rette appoggiate alla tangente all’asintotica considerata (sono 
due lati del quadrangolo di Demouri). 

Per ogni tangente asintotica si possono quindi considerare i 
quattro piani seguenti: il piano tangente, il piano normale (con- 
tenente la normale proiettiva) e i piani contenenti due lati del 
quadrangolo di DemouLin. Se si fa, per ciascuna tangente asintotica, 
il prodotto di due convenienti birapporti dei detti piani (allo scopo 
di ottenere invarianti razionali) si hanno i due invarianti per col- 
lincazioni 


1 


Ciò vale se 4, +0 e 4,40. Se p. es. d, — 0 (Y, + 0), nel 
qual caso le linee canoniche sono asintotiche di un sistema (dy = 0), 
i quattro piani relativi ad una tangente asintotica (dv — 0) formano 
gruppo armonico ; se ciò avviene per tult e due le tangenti asintotiche 
è pı = pa 0 la superficie è a linee canoniche indelerminate (e 
le linee di Darboux sono estremali di py). Le precedenti proprietà 
sono caratteristiche [K]. 

Invariante per collineazioni è il birapporto dei due fuochi 
della normale proiettiva e dei punti d’ intersezione con la quadrica 
di Lx; esso vale [G] 


K-14 3/82/01. 
À K—1-—2)c,c/B1 


1 S'logpr o la curv 


By dudo. atura di P e c, e c sono i 


1x 
Ar, FTA (Rd. 


[ 
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coofficienti della 3* forma fondamentale. Esso è armonico se e 
solo se K — 1. à; 

È pure invariante il birapporto dei piani tangenti alle due 
rigate delle normali proiettive secondo le asintotiche uscenti da O 
in O e nel quarto vertice O, del tetraedro canonico (già definito 
geometricamente in III A, 5) e vale [G]: 


0,0% / B1? (K — 1)*. 


Invarianti per collineazioni, dipendenti dalle derivate di » e 
di v si ottengono applicando i procedimenti esposti nel n? prece- 
dente alle due forme elementari invarianti per collineazioni ndu? e 
vdv®: ad evitare errori è bene notare che queste forme sono 
invarianti per cambiamenti dei parametri sulle asintotiche, ma 
non per cambiamento del fattore di normalizzazione (ciod, a dif- 
ferenza delle forme elementari invarianti per applicabilità proiet- 
tive che si costruiscono partendo o dal sistema (1) o da uno qual- 
siasi dei suoi trasformati, le nuove forme vanno costruite in rela- 
zione al sistema (1) cui soddisfano le coordinate normali di 
Fusni). 


VI. — La geometria delle superficie nello spazio rigato. 
Metodo iperspaziale. 


1. - Rappresentazione iperspaziale del complesso delle tangenti 
ad una superficie [2] (*) 


La superficie o può considerarsi, oltre che come luogo di 
punti o come inviluppo dei suoi piani tangenti, come l'insieme 
delle sue tangenti, cioò come un ente (complesso particolare di 


(*) Vedi auche la mia Memoria già citata, Sull’ equaxione di Laplace, 
n, 17. i 
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rette) dello spazio rigato. Quando si adotti questo punto di vista (*) 
l’ambiente naturale per lo studio di o è la varietà (quadratica) 
delle rette di S3, cioè una iperquadrica Q (a 4 dimensioni) dello 
spazio lineare a 5 dimensioni S,. I punti di Q “ rappresentano ,, 
le rette dello spazio ordinario Sy: come si rappresenta una super- 
ficie o (complesso delle sue tangenti) su Q? 

Questo complesso contiene œ? fasci di rette: e poichè ogni 
fascio si rappresenta in una retta di la superficie o si rappre- 
senta in una V, rigata (le cui generatrici appartengono ad Q). 
Evidentemente ciò non basta a caratterizzare il nostro particolare 
complesso, Bisogna esprimere il fatto che le faccette (punto e 
piano) infinitamente vicine dei fasci sono in posizione congiunta o, 
ciò che fa lo stesso, che in ciascun fascio esistono due rette (le 
tangenti asintotiche) che appartengono anche a fasci infinitamente 
vicini, In 5, (entro Q): ogni retta g della V¿ è incontrata da 
due generatrici infinitamente vicine, cioè possiede due fuochi A 
e A*: questi due fuochi rappresentano le tangenti asintotiche, 
siano a ed a*, uscenti dal punto O di o (rappresentato, come 
centro del fascio, in g). Quando O descrive o (quindi g la V3) 
A e A* descrivono due superficie P e «b* le quali rappresentano 
le due congruenze delle tangenti asintotiche (del sistema eui ap- 
partiene a o rispettiv. a*) di o. 

Per la natura stessa di Vg, ciod per il fatto che le sue 
rette si lasciano ordinare, in due modi diversi, in co! sviluppa- 
bili, circoscritte a P (o a P*) e i cui spigoli di regresso stanno 
su P* (o su ®), risulta che 19) ciascuna superficie P c P* pos- 
siede un doppio sistema coniugato ; 2%) «p» e @* sono trasformate 
di Laplace una dell’ altra. 


(*) Ad esso si riferisce il notevole lavoro di G. Tuomsen: Ueber eine 
liniengeometrische Behandlungsweise der projektiven Flächentheorie und 
die projektive Geometrie der Systeme von Flächen xweiter Ordnung. [Abhan- 
dlungen des Math. Seminars, Hamburg; vol. IV, 1925] ove, fra l’ altro, il T. ca- 
ratterizza le congruenze di quadriche (e non di regoli, come si farà appresso) 
cho sono di Lie per una superficie. Sicchè, in termini iperspaziali, si tratta 
piuttosto dello studio di una superficie di Sọ che di una situata sopra una 
iperquadrica di Sy. 


ol 


APPENDICE Il. 70 


Qual’è il significato dei due sistemi coniugati esistenti su «b 
e su d*? 

Sia a tangente all'asintotica u (dv = 0) in O [e a* all’asin- 
totica v (du= 0)]. La sviluppabile tangente a quell’asintotica si 
rappresenta in una curva di Y e (poichè due tangenti dell'asin- 
totica w infinitamente vicine s’ incidono) le tangenti a questa 
curva sono rette g di V4; cioè questa curva appartiene al doppio 
sistema coniugato di DP (essendo lo spigolo di regresso di una 
sviluppabile contenuta in V3). Analogamente si vede che la rigata 
delle tangenti alle asintotiche u (dv = 0) nei punti di una asinto- 
tica v(du = 0) si rappresenta in una curva di ® pure apparte- 
nente al doppio sistema coniugato. Sicchè : 

Se i punti A di P rappresentano le tangenti asintotiche alle 
linee del sistema u (dv = 0) di o, su P rimane definito un doppio 
sistema coniugato (u, v): le linee u(dv= 0) rappresentano le 
sviluppabili tangenti alle asintotiche u; le linee v rappresentano le 
rigate delle tangenti alle asintotiche u nei punti delle linee v di o. 

Analoghe osservazioni per P* scambiando ovunque u e v. P* è 
la trasformata di Laplace di ® secondo le linee u (e così ® è la 
trasformata di ®* secondo le lince v). 

Indichiamo ancora con 4^, la trf. di LarLace di secondo 
le linee v e con DPF la trf di L. di P* secondo le linee «; 
sicchè i 

p, D o* or 


sono 4 superficie consecutive nella successione delle trasformate 
di LAPLACE, 


2. — Regoli di Lie. 


Sulla quadrica di Lie, relativa al punto O di o, distinguiamo 
due regoli: quello di cui fa parte a e l’altro cui appartiene a*, 
Consideriamo p. es. il primo. Esso è individuato da a e dalle due 
tangenti asintotiche dello stesso sistema infinitamente vicine uscenti 
da punti della linea v per O. In S,: i tre punti immagini delle 
tre tangenti ora nominate determinano il piano osculatore in A 
alla linea v di ®; questo piano (o, se si vuole, la sua interse- 
zione con 9) rappresenta il regolo di Lig (e l’altro regolo appar- 
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tenente alla stessa quadrica di Lie si ottiene in modo analogo 
ragionando su P*; il che equivale a prendere il piano polare 
del precedente). Sicchè : 

I regoli di Lie (di un sistema) relativi a o si rappresentano 
nei piani osculatori alle linee y di ® (o alle linee u di ®*). 

Se si osserva che il piano osculatore in A alla linea v di ® 
è il piano tangente nel punto corrispondente 4, alla trasformata 
D, si arriva alla seguente condizione caratteristica per le 
congruenze di regoli che sono di Lie per una superficie : 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè co? piani di S; rap- 
presentino è regoli di Lie relativi ad una superficie o è che 1) essi 
siano tangenti ad una superficie, sia Py, possedente un doppio 
sistema coniugato; 2) le due trasformate successive in un senso 
(con le molazioni di prima, secondo le linee u), siano D e ®*, 
appartengano all iperquadrica Q delle rette. La terza trasformata 
DF (nello stesso senso) rappresenta, con i suoi piani tangenti, i 
regoli dell altro sistema. 

La condizione 2) relativa alla seconda trasformata d* può 
esser sostituita da quest'altra: gli S4 osculatori alle linee u di €^, 
siano tangenti ad Q, 


3. — Rigate asintotiche lungo le linee di Darboux e di Segre. 


Chiamiamo rigata asintotica una rigata le cui generatrici siano 
tangenti alle asintotiche (di un sistema) lungo una linea di o. 
Se questa è un’asintotica dell'altro sistema i suoi regoli osculatori 
sono appunto i regoli di Lar. i 

Ora vogliamo prendere in esame le rigate asintotiche circo- 
scritte a o lungo le linee di Dargoux o di Sears e caratterizzare 
la totalità 00° dei loro regoli osculatori, 

Per ciò ritorniamo alla superficie «P (se le rigate in esame 
hanno per generatrici tangenti alle asintotiche w di o) di S; e 
ricordiamo una proprietà generale delle superficie di Sg. 

Ho definito (*) su queste certi sistemi doppi, comiugati di 2^ 


(*) Sistemi coniugati sulle superficie degli iperspaxi. Rend. Circ. Matem. 
di Palermo, t. XLVI, 1922. V. anche in questo Volume, Appendice III, $ 9. 
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specie, con la seguente proprietà: Le tangenti alle curve di un 
sistema nei punti di una linea dell’ altro formano una rigata d'in- 
dice di sviluppabilità 2 (cioò due generatrici infinitamente vicine, 
ma non tre, sono linearmente indipendenti). 

Una volta definito il coniugio di 2% specie (in cui le linee 
dei due sistemi hanno ufficio differente, a differenza di quanto 
avviene per quello di 1% specie) ci si può chiedere se esistano 
direzioni auloconiugate (di 2° specie) o principali. E si trova (*) 
che: sopra una superficie generica di S, esistono in ogni punto 5 
direzioni autoconiugate ; a meno che la superficie possegga un doppio 
sistema coniugato ordinario, nel qual caso in ogni punto esistono 
bre sole direzioni autoconiugate o principali, 

In questo caso le linee principali, inviluppate dalle tangenti 
principali, hanno la seguente proprietà caratteristica : lo spazio Sy 
osculatore ad una di esse in un punto è contenuto nello S4 cui 
appartiene l' intorno del 2° ordine del punto della superficie [con la 
mia terminologia, questo S, è 2-osculatore alla superficie nel 
punto e le linee prindipali sono quasi - asintotiche ys a sulla 
superficie]. 

La superficie ® possiede appunto un doppio sistema coniugato ; 
quindi tre sistemi di linee principali. E precisamente : 

Le lince principali di ® (o di ^*) rappresentano le rigate 
asintotiche (di un sistema) circoscritte a o lungo le linee di Darboux. 
La loro proprietà caratteristica equivale al leor. di Cech per cui le 
due rigate asintotiche lungo una linea di Darboux hanno questa 
per linea flecnodale e ciascuna rigata è costituita dalle tangenti qua- 
dripunte dell altra, 

Inoltre : 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè oo? regoli di Sa 
siano quelli osculatori alle rigate asintotiche lungo le curve di Dar- 
bouw di una superficie o è che i piani rappresentativi in Sy siano 
osculatori alle linee principali di una superficie ® che possegga un 
doppio sistema coniugato le cui tangenti in un sistema siano rette di Q. 

Se in ogni punto A di Y si costruisce la coniugata armonica 
di una tangente principale rispetto alle linee u e v (del doppio 


(*) 1. e. sopra. 
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sistema coniugato) queste tangenti inviluppano un muovo sistema 
di linee (di cui tre per ogni punto) rappresentanti le rigate asin- 
totiche (di un sistema; per avere quello dell'altro si operi allo 
stesso modo su ®*) circoscritte a a lungo le linee di Segre. 


4, - Nuove quadriche invarianti. 


Se si approfitta del fatto (*) che i piani osculatori a curve 
(di ®) uscenti da un punto secondo direzioni divise armonica- 
mente dalle tangenti alle linee u, v stanno in uno stesso Sg, si 
conclude che il piano osculatore ad una linea principale in A e 
quello osculatore alla linea ora costruita (la cui tangente è coniu- 
gata armonica etc.) si tagliano in una retta: ma di più le tre 
rette relative al punto A. (in relazione alle tre linee principali 
per À) stanno in un piano x, Analogamente si ottiene un piano z* 
relativo al punto A* di P*, Interpretando tutto ciò nello spazio 
ordinario si ha il teorema : 

In ogni punto O di o si consideri una linea di Darboux, la 
linea di Segre coniugata e i regoli osculatori in O alle rigate asin- 
totiche (di un sistema ; cui appartiene p. es. a) circoscritle lungo 
esse a o. Questi due regoli hanno in comune, oltre alla generatrice 
a in O un'altra retta ; le tre rette che così si ottengono (variando 
la linea. di Darboux in O) stanno con a in uno stesso regolo (e 
vi formano una quaterna equianarmonica) ; alla quadrica sostegno 
appartiene pure la tangente a*. 

Questa quadrica e quella di Lie relativa ad O si segano ulte- 
riormente (cioè oltre che in a e a*) in due rette, 

Un'altra quadrica, pure invariante per applicabilità proiettive 
di o, si ottiene scambiando a ed a* nelle costruzioni precedenti. 
Queste due quadriche coincidono (fra loro e con quella di Lax) 
se e solo se o è una superficie di coincidenza, [G. P. D., pag. 151]. 


(***) Sopra alcune estensioni dei teoremi di Meusnier e di Eulero, 
Atti Acoad. Torino, vol. XLVII, 1913; n. T. 


rés 


+ qe. A iii SAS ss A ARAS A 
lai ey . PIU. . bi š i 
"34 


APPENDICE II. 109 


5. - Il fascio canonico. 


Possiamo giovarci dei piani x e x* costruiti per dare una 
nuova costruzione del fascio canonico. Si prova infatti che il piano 
z incontra la retta A* Af in un punto A*; e così il piano z* 
incontra la retta A 4, in un punto 4. La proiettività 44, 4... 
AA* AF A*... determina una quadrica, il cui S, ambiente, come 
si prova facilmente, è quello dei due piani di passanti per la 
retta AA. Le due generatrici di questa quadrica situate nei due 
piani ora detti (e diverse dalla A A*) rappresentano (con i loro 
punti) il fascio canonico di o relativo al punto O e il suo polare 
rispetto alla quadrica di Lie (in O): î punti in cui esse tagliano 
la AA* rappresentano la tangente canonica e la sua coniugata ; e 
quelli in cui tagliano la A, A} rappresentano le direttrici di Wilc- 
zynski, etc. 

Ritengo che le considerazioni precedenti siano atte a dare 
un'idea della fecondità del metodo iperspaziale per lo studio di 
una superficie o dello spazio ordinario. È chiaro che le configu- 
razioni di cui ci siamo serviti non sono che le più immediate per 
lo studio di o; ma tutta la successione delle trasformate di Laplace 
di P e ®*, è loro sistemi coniugati e i piani ad essi osculatori, 
gli S, 2 - osculatori a queste superficie, etc., forniscono configurazioni 
geometriche naturalmente legate a o e invarianti per applicabilità 
proiettive di essa, Ogni particolarità relativa a detta successione 
(p. es. l'esser terminata da una parte o da tutt'e due; V esser 
periodica etc.) dà luogo a particolarità di o e mette in luce 
famiglie di superficie notevoli. rispetto al gruppo delle applicabilità 
protettive, 

Alcune di queste famiglie, le prime che si sono presentate, 
ritroveremo in seguito da questo punto di vista. 


Ma di più questo metodo iperspaziale fornisce in modo del 
tutto spontaneo alcuni invarianti fondamentali della teoria. È ap- 
punto di questi che vogliamo occuparci. 


Fusini o Cecn, Lexioni di Geometria proiettivo-differenziale. 46 
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6. - Determinazione iperspaziale delle forme elementari [E] (*). 


Lo spazio S, 2-osculatore in A a ® è tangente in A* ad Q; 
e viceversa lo Sf 2-osculatore in A* a DP* è tangente ad Q in A. 

Si consideri ora un punto A'A di ® e la maglia formata 
dalle linee (wu, v) di D passanti per A e 4': precisamente sia 
Ai (o 43) il punto d'intersezione della linea w (o v) uscente da À 
con la linea v (o u) uscente da À’, 

La retta A'Aj tagli lo Sf nel punto TF e sia M un punto 
generico di essa. Si faccia poi tendere 4” ad A sopra una curva 
avente in A la direzione du / dv, 

Il termine principale del birapporto (Aj A'T*M) quando A'—»A. 
come s'à dello (mentre M. tende ad un punto qualsiasi della tangente 
in A aila linea v, purchè +A), vale 1/12 del quadrato della forma 
elementare f du? / dv. 

Operando analogamente sul punto A* di P* si ha il signi- 
ficato di '(dv* / du. 

Da queste due forme si hanno subito quelle di Fun: 
(III A, 4; pag. 684); ma anche la forma quadratica normale ha 
un significato iperspaziale molto semplice. 

‘Sì consideri la retta Aj4; e siano 7 e 7"* i suoi punti 
d'intersezione con S, ed Sf. 

Il termine principale del birapporto n ¿ D* P), quando 
A'—» A come s'è detto, vale 1/24 della forma normale (9,— 26 du dv. 

Infine ecco il siguificato del rapporto degli elementi d’arco 
proiettivi delle asintotiche uscenti da O. 

Se la retta A'A; incontra lo S, in T, ed M è un punto gene- 
rico di essa, non tendente ad A quando A' —» A, si ha 


lim (7, 4'A1M) = — du? /y dut = — (d,8/d,8)?. 
4 > 


Questi risultati si enunciano facilmente nello Sy di o. 


(*) Nota IL. : Ancora sulla geometria delle superficie ete. [Rend. Lin- 
cei, 19262]. 
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7. - Invarianti e classi di superficie invarianti, 


Dalle coordinate x, del punto O di o si passa a quelle p, del 
punto À di ® con le posizioni 


0% CEA Ô ty dx, 
Pi = de rra gr Pr Pa = Ad cq 


CEA 0%, Ô Ua CEA 
ESO A PATES 


CEA CEA CEA CEA 
AN T NI wii E Tu 


in modo che l'equazione di 9 è p, p, + Pa Ps + Pa p, = 0. 
DL’ equazione di LapLace cui soddisfa d», o meglio il suo 


sistema coniugato, è 


ÉK— ———— — a a — 


£^ ( dlogfr __ _ôðlogßy  Ologg*q x 2 Os 


Essa ha gli invarianti relativi 


0*log8 


he F7 > 


TQ, k=fx 


quindi l’invariante assoluto 


E 1 0*log 8 
h/k= — TM v 


Analogamente dall’equazione relativa a ®* si ricava l'invariante 
assoluto (ove 4* = %) 


TATA NUN E ME AA CI O O NER EL SURI 
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Di questi due invarianti (del 2° ordine) di o si ha il signifi- 
cato geometrico come invarianti di contatto (di coniche) secondo 
quanto è stato detto in I, 2 (pag. 675). 

Da essi si hanno per somma e per differenza à due invarianti 


h Boi 1 * log 8 t È 
Pas A A 
MA upto der MORA 
k ht 204 BY dudu 


che sono due degli invarianti fondamentali dell’ elemento lineare proiet- 
tivo (il primo, diminuito di 2, è la curvatura proielliva media di o 
secondo Pubini). 

S'intende che: gli invarianti assoluti delle successive trasfor- 
mate di LarLace di Y e di * danno pure invarianti di o per 
applicabilità proiettive; così p. es. indicando h, e k,(=») gli 
invarianti relativi a ®,, si ha l'invariante 


«Mi es 1 0*logh k 
Mi ORO ear h 
lt j 1  0%logh 
: i US RIO LAR 
cioè l'invarianza di n sun 


Più interessante è vedere come, da queste considerazioni 
iperspaziali, vengano naturalmente messe in luce alcune classi di 
superficie. 

1) Se 4=0 le asintotiche di un sistema su o appartengono 
a complessi lineari (v. Sull equazione di Laplace, n. 17) e si 
ritrova così l’ equazione caratteristica di Cech [E PD; p. 113], 

2) Se 4+%*=0, ciod se gli invarianti assoluti di ® e 
di $* sono uguali e di segno opposto si ha pure un'altra classe 
di superficie studiata da Cech [G. P. D., pag. 151]. 

3) Se k= k*, ciob se gli invarianti assoluti di ® e di d* 
sono uguali, la superficie è isotermo—asintotica. 

4) Se h=k, ciod se ® à ad invarianti (relativi) uguali è 
B=U.Y+0 e (con le eventuali trasformazioni Udu= du, 
Vdv= dV, “== V?Uy può farsi B=1 cioè) le forme normali 
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possono ridursi al tipo p,=2 du dy, gg = du -- 1? dv? quindi 
o à una superficie Ry [G. P. D., pag. 361]. 

5) Se h,=k cioó se ® e «d, hanno gli stessi invarianti 
(scambiati di posto) si hanno le superficie caratterizzate da 


6) Se A, — ką, cioó se ®, ha invarianti relativi uguali si 
hanno le superficie caratterizzate da 


—8 SEP... gere U (u) . Y (9). 


7) Se k= 0 si hanno le superficie caratterizzate da 


ô*log (AB?)  —— 
TIA 


E così via. Le superficie delle ultime tre classi (che involgono la 
prima trasformata P, di ®) non sono state ancora studiate (*). 


(* Ad un’altra classe di superficie, pure invariante per applicabilità 
proiettive, si arriva ponendosi la domanda seguente [I]: Dato un sistema 
assiale (00°) di linee sopra una superficie non rigata, contiene esso un doppio 
sistema coniugato (00*)? La risposta è in generale negativa; può contenerne 
al più uno o due; a meno che tutte le linee del sistema assiale si possano 
distribuire in co' sistemi coniugati, nel qual caso la superficie ha curvatura 


0? log $ 
K=-— SR LS AN 8, e la congruenza cui quel sistema assiale è 


associato è necessariamente quella degli spigoli di Green (e quindi quel sistema 
ò unico), À 

Se invece la superficie è rigata esistono infiniti sistemi assiali (dipendenti 
da una funzione arbitraria) le cui curve si possono distribuire in ce doppi 
sistemi coniugati (e gli assi per ciascun punto stanno in un piano che, al 
variare del punto sulla generatrice per esso, inviluppa una cubica sghemba). 

Se poi la superficie è una quadrica, basta che un sistema assiale con- 
tenga un doppio sistema coniugato affinchè tutte le sue curve si possano 
distribuire in o» sistemi coniugati, L’ esistenza di tre tali sistemi (i cui assi 
in un punto non siano complanari) è caratteristica delle quadriche. 
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8. - Sistemi di curve invarianti. 


I sistemi assiali di curve sopra una superficie o, le estremali 
di e, e delle forme elementari, le linee anarmoniche soddisfano 
tutti ad equazioni del tipo 


dud?v — dvd*u = adu? + b du? dv + cdudv* + edw? 
o, introducendo i differenziali controvarianti à rispetto a pa 
Br (du dv — dvà*u) = 0, B° du? + 0, By? dv? + 191. pa 


= 0, d, 8? + 0, dy s? + 19 . Po 


ove 0, e 0, sono invarianti (finiti) ed 7g; = lh, du — lh,dv è una 
forma differenziale invariante di 1? ordine. 

Questi sistemi di curve molto generali, la cui equazione è 
stata indicata da Fusi, si lasciano tutti caratterizzare geometri- 
camente rimanendo nello S di o: mi sembra opportuno premettere 
a questa caratterizzazione la loro genesi iperspaziale. 

In ogni punto A di una superficie ® dotata di un doppio 
sistema coniugato (non necessariamente appartenente ad 55) si dia 
un piano situato nello S, 2 - osculatore in A ma non incidente 
(in una retta) il piano tangente in A a €». Rimane allora definito 
[L] su ® un sistema o* di curve dotato della seguente proprietà : 
i piani osculatori alle curve passanti per A tagliano in rette il piano 
dato (piano d'appoggio) per A. 

Un tal sistema di curve si dirà sistema planare. Sia ora 
la superficie di Q che rappresenta le tangenti asintotiche a di 
o [E, Nota IL]. Al piano d'appoggio generico in A corrisponde, 
nello S, di s, un regolo, o se si vuole una quadrica d'appoggio, 
diciamola @, contenente le due tangenti asintotiche a ed a* uscenti 
da O (A è generica nel senso di non contenere altra tangente 
asintotica di o infinitamente vicina ad a). Al piano osculatore ad 
una curva di in A corrisponde il regolo osculatore lungo @ 
alla rigata delle tangenti alle asintotiche w lungo una curva di o: 
diciamo la quadrica, cui detto regolo appartiene, quadrica asintotica 
osculatrice del 1° sistema in O alla curva (una quadrica del 2° si- 
stema si otterrebbe scambiando le asintotiche w con le v). 
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Ad un sistema planare di curve su ® corrisponde su o un 
sistema o»? di curve così definite : 

Sia data in ogni punto O di à una (generica) quadrica Q 
contenente le tangenti asintotiche in O. Le quadriche asintotiche oscu- 
latrici del 1° sistema in O alle curve in esame segano ulteriormente 
(cioè fuori delle tangenti asintotiche in O) Q in rette. 

In altri termini: ciascuna di queste quadriche sega Q in un 
quadrilatero d'appoggio di cui fanno parte le tangenti asinto- 
tiche in O; 

La trasformazione di LapLace che porta da ® a ®* fa corri- 
spondere ad un sistema planare di ® un sistema planare di ®*; 
cioù in Sg: 

Le quadriche asintotiche del 2° sistema osculatrici in O alle 
curve oma definite tagliano in quadrilateri sghembi una stessa qua- 
drica Q*, completamente individuata da Q. - 

Insomma nella definizione di questi sistemi di curve si pos- 
sono scambiare i due sistemi di asintotiche purchè alla quadrica 
d’appoggio Q (in ogni punto O) se ne sostituisca un’altra, ben 
determinata, Q*. 

I sistemi definiti dalle precedenti proprietà sono rappresentati 
su o da un'equazione differenziale del tipo (1). 

Sicchd dare la (1) equivale geometricamente ad assegnare in 
ogni punto O di o una quadrica Q (o Q*) nel modo detto. Ora 
vogliamo effettivamente cos!ruire Q a partire di 0,, Oa, lg, e di 
più, per ogni tangente du/dv, costruire la quadrica asintotica oscu- 
latrice del 1° sistema alla curva di (1) che ha quella tangente, o 
se si vuole, il relativo quadrilatero d’appoggio (*). 

Poniamo 


(*) Le quadriche asintotiche osculatrici del 1° e del 2° sistema relative 
alla curva (1) uscente da O in direzione du/dv si tagliano (fuori delle tan- 
genti asintotiche) in una conica per O: à luogo di queste coniche al variare 
di 0,, 0,, 17,, (fissata du/dy) é una ben determinata quadrica (formante 
fascio con la quadrica di Lx e col piano tangente contato due volte). Le due 
quadriche osculatrici si toccano in tutti i punti delle due tangenti asintotiche 
uscenti da O se e solo se la tangente du/de è una tangente di Damnoux. 
La quadrica luogo ora determinata è indipendente dalla tangente du/dr se è 
solo so $,=%,=0 cioò per le superficie a linee canoniche indeterminato. 


A Ld 
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T= |X, 2, tu, £|, N, =|Z, x, Bui Tuol Na |X, 2, o, Zul 


NE 0 Yo; Dal 


ove i secondi membri indicano determinanti costruiti con le coor- 
dinate normali x, (v, v) di O e con quelle X, di un punto gene- 


du dv 


à log 81? ... 0logf?y 
du uba dv i 


In relazione al sistema (1) giova considerare la retta di 


2 
rico di 85; e inoltre H = (SEL +81) er = E-—1 


e, come prima, $, — 


equazioni 


M=(M+L)T, m= +47 


definita. dalla sola forma 1g,; la diremo retta invariante; i 
i piani di cui si sono scritte ora le equazioni passano per essa 
e rispettivamente per la tangente asintotica a od a*. (Un'altra 
retta invariante si avrebbe riferendosi a Q* invece che a Q). 

. Consideriamo separatamente dal caso generale i casi 6; = 1 
nei quali si spezza Q (e analogamente 03=1 nei quali si spezza Q*). 


a) I sistemi per i quali 0, = — 1 (o 0, = + 1). 
Se 0, — — 1, @ si spezza nel piano tangente 7T — 0 e 
nel piano 


— 200 + Ya) M +2(1 +2) v, + 
(3) 
SR (ta, j- 2) (Ih + 49) — Br (EE 9) T —29. 
Le quadriche asintotiche osculatrici del 1? sistema alle curve del 


sistema (1) per 0, — — 1 toccano il piano (3) mei punti della 
conica sua intersezione col cono quadrico 


a (mtt) rm] eerte p x1-0; 
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e 


il punto di contatto de'la quadrica relativa alla tangente du/dy ap- 
partiene alla generatrica del cono complanare con la retta invariante 
e con la coniugata armonica di detta tangente (rispetto a quelle asin- 
totiche). 

Dalle equazioni (3) e (4) si ha ancora : 

Se nel sistema (1) si lasciano fissi 0, =—1 ed 1g,, i piani 
(2) formano fascio intorno alla polare della retta invariante rispetto 
alla quadrica di Lie, e le coniche luogo dei punti di contatto în essi 
si distribuiscono sul cono (4). 

Conclusioni analoghe per 0, = + 1si hanno per Q*. 

Si può aggiungere che se 0, — —1 (00 =+ 1) il cono 
di 3* classe inviluppato dai piani osculatori in O alle curve del 
sistema (1) si spezza in un piano e in un cono quadrico [G, n. 3]; 
se 0,— —1e0,=1 si hanno i sistemi assiali dei quali qui 
risultano nuove proprietà, 

8) I sistemi per i quali 6, = + 1 (o 0, — — 1). 
Per 0, — 1, Q si spezza nei due piani (2). 

Le quadriche asintotiche del 1° sistema osculatrici in O alle 
curve integrali di (1) per 0, = 1 passano tulle per uno stesso pun- 
to P (dipendente da 0,) della retta invariante; viceversa se ció 
accade è 0, = 1. Il punto appartiene alla quadrica di Lie relativa 
ad O se e solo se 0, = 0. 

I piani in P tangenti a queste quadriche inviluppano un cono 
la cui traccia su T — 0 non dipende affatto da 0, (ma solo da lg) 
ed à la conica di equazione 


4 (Uh + q) Mt 4 (en, + S.) 0,0, + EN + 40, = 0 


passante per O. 

Il piano tangente in P alla quadrica relativa alla tangente 
du/dy tocca questa conica nel punto + O in cui essa è incontrata 
dalla quarta armonica dopo a, la tangente data ed ar, 

1). Il caso generale 0j X: 1 (o 03+ 1). 

Per un punto generico dello spazio passano le quadriche 
asintotiche del 1° sistema osculatrici in O a curve del sistema (1) 
relative a tre direzioni du/dv. 


718 APPENDICE II. 


Il luogo dei punti per i quali queste direzioni costituiscono una 
terna apolare alle tangenti asintotiche in O è la retta invariante (2). 

Caratterizzata così la retta invariante caratterizziamo @. Il 
loro punto d'intersezione + O dipende solo da lg, e da 6,3 cioè 

Tutte le quadriche d'appoggio Q relative agli infiniti sistemi (1) 
che si ottengono variando 0, (fissi lg, e 0,) passano per uno s!esso 
punto della retta invariante (relativo alla terna du? = 0). 

Il luogo del punto ora determinato al variare di lg, è una 


nuova quadrica Q, caratterizzata solo da Oa, di equazione 
1 ' 
Ni N, = [9 -- Br(H + 6,)2 Fara 


essa appartiene al fascio formato dalla quadrica di Lim (con la 
quale coincide se e solo se 6, = 0) e dal piano tangente in O 
contato due volte ed è individuata dal suo ulteriore punto d’inter- 
sezione (+0) con la normale proiettiva : infatti il birapporto dei 
punti OO; (vertici del tetraedro fondamentale; v. pag. 687) e dei 


punti d'intersezione della OO, con Q e con la quadrica di Lit vale 
1 + 0, / H, cioè si sa costruire appena dato 6, (poiché ZZ dipende 
solo dalla curvatura proiettiva K di o in O) (*). 


Ad un’altra quadrica invariante Q*, individuata in modo ana- 
logo da 0, soltanto, si arriva operando su @*. 

Ora siamo in grado di dare la costruzione della quadrica 
d'appoggio Q in O relativa al sistema (1). 

Si costruisca, data Yg,, la retta invariante e, dato 0,, la qua- 


drica Q nel modo ora detto. Poi nel fascio determinato dai piani 


(*) La quadrica Q si può anche caratterizzare (indipendentemente dal 
suo punto d'incontro con la normale proiettiva) cosi: essa è asintotica osou- 
latrice del 1° sistema alla curva del sistema (1) uscente da O in direzione 


du=0. Sicchè per costruire @ basta conoscere l'elemento del 2% ordine di 
questa curva in O, Questa curva ha por piano osculatore in O, come l asin- 
totica v, il piano ivi tangente a c e l’invariante proiettivo di contatto di 
queste due curve (v. pag. 679) vale 1-0,. In particolare esse si osculano 
se 0,— 0; se invece 0,— 1 la curva in esame del sistema (1) ha un flesso 
in 0. 


_— — —+ 
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asintolici (2) per la retta invariante e da Q si costruisca la qua- 


drica avente con Ñ in O l invariante di contatto Ma ar: : questa è Q. 


Passiamo alla costruzione della quadrica Ms del primo 
sistema osculatrice alla curva di (1) uscente da O in direzione 
du/dv: basterà deterninarne il quadrilatero d'appoggio su Q, o, 
ciò che fa lo stesso, il punto di contatto, non appartenente alle 
tangenti asintotiche, con Q. Essa è fornita dai teoremi seguenti: 

Il luogo dei punti di contatto con Q delle quadriche osculatrici 
in O alle curve di (1) è la cubica sghemba intersezione residua (tolta 
la retta invariante) di Q con il cono di equazione 


s +4) ra] + E —0)(0% +9) 74 V]7=0 


dipendente solo da lg, e da 0, (su di esso stanno quindi lo oo! 
cubiche ottenute variando 0,; mentre le œ? cubiche ottenute va- 
riando 0, e 0, si distribuiscono sopra un fascio di coni bitan- 
genti etc.). 

Il punto di contatto relativo alla tangente du/dv si ottiene 
segando la cubica col piano della retta invariante e della tangente 
coniuga!a armonica di quella data (rispetto ad a ed a*), 

Aggiungiamo infine le seguenti osservazioni. 

Per i sistemi (1) caratterizzati da 0,= — 0, e per essi soli 


si ha Q=Q*; e queste due quadriche panosdono con la quadrica 
di Lie se e solo 0, = 0. 

I sistemi per i quali 6, =0, son caratterizzati dal fatto che 
una retta arbitraria per O taglia la quadrica di Lie e le due qua- 


driche Ñ e Q* in punti formanti con O un gruppo armonico. 
Si ha p. es. 0, — 0 per le curve anarmoniche e per le estre- 
mali delle forme elementari (pag. 684) [N]. 


I 


(*) Due superficio aventi in un punto O lo stesse tangenti asintotiche 
hanno un invariante protettivo di contatto (limite di un birapporto) del tutto 
analogo all'invariante di Seorg per due curve piane (I, 1; pag. 674). Se 
nell'intorno di O sono rappresentate dalle equazioni a=a@y+..... 
a=Q0y+..... , detto invariante vale a/a”. [F]. 
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VII. — Corrispondenze puntuali fra superficie. 


A. TEOREMI GENERALI [A, O]. 
1. - Corrispondenza cremoniana fra stelle di piani. 


Le applicabilità proiettive (di Fusini) di una superficie o costi- 
tuiscono una delle scoperte più notevoli in questo campo, poichè 
di esse non si aveva idea prima delle ricerche del FuniN: stesso. 
Esse sono ben caratterizzate dal fatto di agire, fino all'intorno del 
2% ordine di un punto generico O di o, come collineazioni. 

A ben rilevare la posizione ch’ esse assumono fra le corrispon- 
denze puntuali fra due superficie, cioó a riconoscere quali parti- 
colari caratteri deve possedere una tal corrispondenza per essere 
un’applicabilità proiettiva, giova prendere in esame le proprietà 
relative al 2° ordine di una corrispondenza puntuale qualsiasi. 

Siano O ed O dei punti (regolari) generici di o e 3 poste 
in corrispondenza puntuale (biunivoca, e regolare fino all’intorno . 
del 2° ordine, in due campi sufficientemente limitati entro i quali 


cadono O ed 0). 
La corrispondenza puntuale subordina: 1) una corrispon- 
denza proiettiva fra gli intorni del 1° ordine (fasci di tangenti) 


di O ed O, 2) una corrispondenza fra i piani delle due stelle di centri 
O ed O quando si assumano come corrispondenti piani contenenti 
intorni del 2° ordine (di curve) corrispondenti in O ed O. 

La corrispondenza fra due le stelle di piani (0| ed 0] è Cre- 
moniana del 3° ordine ; à suoi piani fondamentali, p. es. in {O}, 
sono il piano tangente t in O e due piani generalmente determinati 
e distinti dal precedente che si tagliano in una retta che si dirà 
asse della corrispondenza relativo al punto O (e così si ha un 
asse relativo ad 0). 

Questi due piani fondamentali (+ 7) sono à piani osculatori in 
O alle curve corrispondenti a quelle che hanno un flesso in O. 
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Uno di essi viene a coincidere con t se ad una tangente asin- 
totica in O corrisponde una tangente asintotica in O; ma esso 
diviene indeterminato se alle curve di o che hanno quella per tangente 
di flesso corrispondono su 3 curve aventi pure un flesso (in O, e 
per tangente di flesso la corrispondente tangente asintotica) ; in ter- 
mini infinitesimali : se ai tre punti infinitamente vicini comuni ad 
una tangente asintotica e a o corrispondono tre punti situati sulla 
corrispondente tangente asintotica (e su ©). 


2, — Corrispondenze proiettive fra stelle di rette. 


Vogliamo ora considerare un’altra corrispondenza fra le stelle 
di rette uscenti da O e da O, così definita, 

Nella corrispondenza Cremoniana precedente ai piani di un 
fascio per O corrispondono, in O, i piani di un inviluppo cu- 
bico T?: facciamo corrispondere alla retta asse del fascio di piani 
per O la retta per cui passano i tre piani cuspidali di T 9, 

La corrispondenza così stabilita fra la stella di rette di centro O 
e la stella di centro O è una proiettività generalmente non degenere ; 
sia w. 

Analogamente esiste una proiettività, ©, che fa passare da 
una retta asse di un fascio di piani per O alla retta appartenente 
ai tre piani cuspidali dell’inviluppo cubico corrispondente, 

Il prodotto delle due proiettivila w ed « è un’omologia nella 
stella di centro O in cui sono unite tulle le tangenti in O a o: 
l' ulteriore retta unita è l’asse della corrispondenza in O. 

L'omologia diviene speciale se ad una tangente asintotica in O 
corrisponde una tangente asintotica in O. 

Le due protettività w ed © sono una inversa dell'altra in uno 
di questi due casi: 19) quando ad una tangente asintotica in O 
corrisponde una tangente asintolica in O e ai tre punti (infinita- 
mente vicini) comuni a quella e a o corrispondono à tre punti 
analoghi su questa; 2°) quando si corrispondono tutt'e due le tan- 
genti asintotiche, 
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3. — Sistemi assiali corrispondenti. 


Altra caratterizzazione delle corrispondenze, in relazione alle 
proprietà del 2° ordine, si ha dalla considerazione dei sistemi 
assiali (III B 1). Precisamente : 


In una corrispondenza puntuale generica tra o e 3 vi è uno ed un 
solo sistema assiale di o cui corrisponda un sistema assiale di 5: 
l’asse del sistema in un punto O è precisamente l’asse della cor- 
rispondenza relativo ad O, 


Fanno eccezione à casi seguenti: Se su o e 5 si corrispondono 
le asintotiche di un sistema, o di tulti e due à sistemi, non esistono 
in generale sistemi assiali corrispondenti. Però nel 1° caso se ai tre 
punti comuni ad una tangente asintotica e a o corrispondono à tre 
punti comuni alla tangente asintotica corrispondente e a o gli assi 


relativi ad O e ad O risultano indeterminati e descrivono due fasci 


proietlivi (di centri O ed 0); nel 2° caso se la circostanza ora 
rilevata si presenta per tutt'e due i sistemi di asintotiche ad ogni 
sistema assiale di o corrisponde un sistema assiale di 3 e la corri- 
spondenza è un'applicabilità proietliva, 

Quest' ultima affermazione è il teor. di Cech sulle applicabitità 
proiettive. Di queste si può dare la caratterizzazione seguente: Se 
su due superficie o e 3 si corrispondono le linee di Darboux (e di 
conseguenza le asintotiche) e se ad un sistema assiale di o corri- 
sponde un sistema assiale di 5 la corrispondenza è un’ applicabilità 
proiettiva (*). 


(*) Per le proprietà metriche delle corrispondenze, con particolari appli- 
cazioni alla rappresentazione conforme, e alla corrispondenza fra superficie 
parallele vedansi le Note [A, O, R]. Nello studio delle corrispondenze puntuali 
fra superficie si può dare un teorema, più generale del precedente, per i si- 
stemi definiti al n. 8 del Cap. VI; ritornerò su di'essi nel caso delle corri- 
spondenze asintotiche (v. l’ ultimo n. di questo capitolo). 
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B. CORRISPONDENZE PARTICOLARI. 
1. - Le corrispondenze proiettivo-conformi e proiettivo-simili. 


Dopo le applicabilità proiettive di Fusini, le corrispondenze 
più semplici sono quelle che conservano l'elemento lineare proiet- 
tivo a meno di un fattore. Precisamente, se punti corrispondenti 
di due superficie o e 3 hanno le stesse coordinate «, v, noi stu- 
diamo quelle corrispondenze per le quali i loro elementi lineari 
proiettivi E ed E (di Forini) sono legati da una relazione del 
tipo E =p ove p(u, v) è finita e differente da zero nel campo 
che si considera. È chiaro che dovendosi avere per E=0, E=0 
e viceversa si corrispondono su o e 6 le linee di Darpovx (e di 
Seark) e di conseguenza le asintotiche. Dall’ ultimo teorema pre- 
cedente sappiamo che, se p+ 1, non vi sono sistemi assiali corri- 
spondenti su 5 e 5. 

Queste corrispondenze, che appare giustificato di chiamare 
proiettivo - conformi, si possono caratterizzare col seguente 
teorema : 

In ogni corrispondenza fra o e o che conservi le asintotiche 
(corrispondenza asintotica) esiste un sistema assiale di curve 
di 5 tale che alla sua retta asse in O corrisponde in O un invi- 
luppo cubico i cui piani cuspidali passano per la normale proiettiva 
(in O). Se e solo se la corrispondenza è proiettivo-conforme 
i ire piani cuspidali detti contengono le tangenti di Segre (in O). 

Analogamente possiamo classificare le corrispondenze, che 
diremo proiettivo-simili, per cui p = costante. 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè la corrispondenza 
sia proiettivo-simile è che il sistema assiale del teorema prece- 
dente sia quello associato alle normali proiettive di 5. 

(Si capisce che nei teoremi ora dati si può scambiare ovunque 
o con 6). 

Varrebbe la pena di approfondire queste trasformazioni anche 
perchò, data la relativa ristrettezza delle famiglie di superficie che 
ammettono applicabilità proiettive (non collineazioni) sarebbe inte- 
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ressante stabilire la generalità delle superficie che ammettono tra- 
sformazioni proiettivo-conformi o proiettivo-simili. Queste si pre- 
sentano spontaneamente nella ricerca seguente. 


2, - Le corrispondenze geodetico- proiettive [P]. 


Diremo due superficie o e 5 in corrispondenza geodetico- 
proiettiva se su di esse si corrispondono le pangeodetiche (estre- 
mali dell’ elemento lineare proiettivo di Fugmi). È chiaro che se 
c e G sono in corrispondenza proiettivo-simile su di esse si corri- 
spondono le pangeodetiche. È la domanda inversa che interessa, 
e precisamente interessano quei casi che, per analogia col problema 
dell’ordinaria rappresentazione geodetica, si possono chiamare di 
Liovviuue. Si hanno i teoremi : 

Se due superficie non rigate sono in corrispondenza geodetico - 
proiettiva, o à loro elementi lineari differiscono (al più) per un 
fattore costante (corrispondenza proiettivo-simile) oppure tutt'e due 
le superficie sono a linee canoniche indeterminate e i loro elementi 
lineari possono ridursi ai tipi 


hk(hdU -- kdV)dUdV 


(AU + dV) dU dV . Ana 
97737 p2qU24+hkdUdV+k*aV? 


n = 2 
RA dU? --dUdV --dV*? ? 
con h e k costanti. 

In tal caso le due superficie possono rappresentarsi (per punti) 
su due piani im modo che alle loro pangeodetiche corrispondano le 
rette dei due piani ; le corrispondenze geodetico - proiettive fra le due 
superficie hanno per immagini le omografie fra i piani rappre- 
sentativi. 

Non esistono rappresentazioni, geodetico - proieltive di una super- 
_ficie rigata sopra una non rigata. 

Se le due superficie sono rigate (e se non sono in corrispon- 
denza proiettivo-simile, caso banale) i loro elementi lineari proiettivi 
sono riducibili ai tipi 


[u + N (v)]? v? du 


A E E TO 


APPENDICE Il. 725 ' 


ove dv ==0 rappresenta le generatrici rettilinee (corrispondenti) 
mentre du = 0 rappresenta le asintotiche (curvilinee) di o e 
uv + F (v) = cost, con AF = Ndv, le asintotiche di 5 (non 
corrispondenti alle precedenti). ' 

Le geodetiche proiettive di una tal superficie (o e 5) punteg- 
giano proiettivamente due generatrici rettilinee. Esse si ottengono 
tutte, nel piano rappresentativo cartesiano (u, v) imprimendo alle 
immagini delle asintotiche di © una traslazione parallela al asse u, 

La costruzione di queste rigate dipende dall integrazione di un’ e- 
quazione differenziale lineare ordinaria del 4° ordine, 

Appartiene a questa classe di rigate (e sono tutte applicabili 
proiettivamente su di essa quelle per cui N= cost.) la rigata 
cubica di Cayzey. Essa e le sue geodetiche proiettive si costrui- 
scono così: 

Data una cubica sgemba C, un suo punto O e la tangente 
ivi t, si congiunga un punto variabile su C con l'intersezione del 
piano in esso osculatore con t. Su questa rigata le geodetiche proiet- 
tive sono (le cubiche) segate dai coni quadrici osculatori lungo t al 
cono che da O proietta €. 


3. — Le corrispondenze asintotiche. 


Più generali delle corrispondenze precedenti sono quelle che 
fanno corrispondere su due superficie o e © le loro asintotiche 
(se di più si corrispondono le linee di Dammoux si hanno le cor- 
rispondenze proiettivo-conformi del n. 1). 

Le due forme quadratiche normali v, e P, di o e 3 differi- 
scono per un fattore ( 0) sicchè potrà scriversi 9, = €", con 
h = h (u, v). Perciò lo studio delle corrispondenze asintotiche equi- 
vale allo studio su c delle metriche (quadratiche) conformi a p, o, 
se si vuole, di un'equazione (e non di una forma) quadratica. 

E si ha [B]: ] | 

Le estremali di una qualsiasi metrica e? o, sono definite dal- 
l equazione differenziale 


dh ðh 
O Mas |:5 Que 
Br (dudo — dv ò? u) E du pa do) pa 
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(i 8% essendo eseguiti rispetto a pa). I piani ad esse osculatori in 
un punto O di o inviluppano un cono di 3° classe i cui piani 
cuspidali tagliano il piano t tangente a o in O nelle tre tangenti 
di Segre e passano per una retta, che dirò pseudo-normale rela- 
tiva ad O e alla forma e", (per h= cost. si ha la normale 
proiettiva di Fusm), congiungente i punti x ed Guy + hy Vu + hy a. 

Le sviluppabili della congruenza di pseudo-normali (qualunque 
sia h) segano su a un doppio sistema coniugato cioè ogni congruenza 
di pseudonormali è coniugata a o. Viceversa ogni congruenza coniu- 
gata a o determina, a meno di un fattor numerico, una metrica e^ py 
per la quale la congruenza è quella delle pseudo - normali. 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè la pseudonormale 
relativa ad un punto generico O di o appartenga al piano canonico 
in O è che sia i 


hu o) = fo (TEER au + TERT ao) = fo (padu + a) 


ove 0 à un qualunque fattore integrante di $,du-|- pado (per 6— 0 
si ha la normale proiettiva). 

Dal confronto dell’ equazione di queste estremali con l’ equa- 
zione delle linee anarmoniche risulta che : 

Proprietà caralteristica delle superficie isotermo-asintotiche è 

À che le loro curve anarmoniche sono geodetiche di una metrica conforme 
a Po. 

Ad altre proprietà notevoli delle corrispondenze’ asintotiche 
si arriva considerando sulle due superficie i sistemi (invarianti 
per applicabilità proiettive) studiati al n° 8 del capitolo precedente. 
Si ha per essi il seguente teorema generale : 

In una corrispondenza asintotica fra o e 3 ad ogni sistema 
definito su o dall’ equazione differenziale 


(1) Br(dud?v—dvd?u)=0, By du? 4-0, Br? do? 4-1 (h, du — ha dv) do 
corrisponde su o un ben determinato sistema - 
(1) B (du 82»—dv 8* u) = 0, B 27 du3-- 0, B 7°d08+1 (h, du— kdt) pa 


(ove i Ù? sono ora differenziali controvarianti rispelto alla forma 
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Pa = 2 By dudv di 5); e le equazioni che determinano la corri- 
spondenza fra questi sistemi sono 


Sa TT 1 dlog87 
170, 70.=10; PR, eu — y —BEUM, 


ol 
el 


~| 
>l 


(i EOB AT NN 


à <p dv y 


Risulta dalle due prime di queste relazioni che i sistemi (1) 
per i quali 0, — 0 oppure 60, —0 oppure 0, = 0, = 0 formano 
tre sottoclassi invarianti per qualsiasi trasformazione asintotica di 
una superficie. Ricordando le caratterizzazioni geometriche, già 
indicate, di queste sottoclassi si ha in particolare per l’ultima: 

Ogni sistema (1) di o per cui le quadriche invarianti Q e Q* 
coincidono in ogni punto con la quadrica di Lie ha per corrispon- 
dente su un sistema dotato della stessa proprietà. (*) 

La corrispondenza di particolari sistemi (1) e (1) suc e 5 dà 
modo di caratterizzare particolari tipi di corrispondenze ; p. es.: 

Se esiste su o un sistema per cui 0, = — 0,, cioè per cui le 
due quadriche invarianti Q e Q* coincidano in ogni punto cui cor- 
risponda su 3 un sistema dotato della stessa proprietà (cioè 0,=—0, 
la corrispondenza è necessariamente proiettivo-conforme (cioè 8 [8 —* |Y). 

Analogamente: se su o e 3 si corrispondono due sistemi 
(uno di o e uno di 5) per i quali 2(h, du — h dv) = 1(h, du— h, dv) 
le due forme quadratiche +, e p, differiscono soltanto per un 
fattore costante (BT — k. p). 

E infine: se ad un sistema (1) le cui curve tangenti alle 
asintotiche u hanno un flesso nel punto di contatto corrisponde 
un sistema dotato della stessa proprietà (0, = 0, — 1) è invariante 
nella corrispondenza la prima forma elementare (B = À). 


(*) A questo tipo appartengono le estremali, sopra studiate, di e?^, Pos 
la corrispondenza fra lo congruenze di pseudo-normali segue dal fatto che 


l (h, du + h,de) e V (h, du + hy dv) sono (o non sono) insieme differenziali 
osatti. 


cm 
rw, 
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ESPOSIZIONE DI ALCUNI RISULTATI 
DI GEOMETRIA PROIETTIVA DIFFERENZIALE 
NEGLI IPERSPAZI 


Nota del Prof. Aressanpro Terracini della R. Università di Torino. 


In queste pagine si espongono alcuni risultati della natura 
indicata nel titolo, ottenuti dal Seere, dal Bomprani e dal TerRrACINI 
nei seguenti lavori : : 


C. Srare. — A - Su una classe di superficie degli iperspari legate 
colle equazioni lineari alle derivate parziali di 29 ordine. Atti della R. Ac- 
cademia delle Scienze di Torino, vol. XLII (1907). 

B - Preliminari di una teoria delle varietà luoghi di spari. Rend, del 
Circolo Mat. di Palermo, tomo XXX (1910). 

C — Aggiunta alla memoria: « Preliminari di una teoria delle varietà 
luoghi di spaxi». Rond. del Circ. Mat. di Palermo, tomo XXX (1910). 

D - Sui fochi di 2° ordine dei sistemi infiniti di piani e sulle curve 
iperspariali con una doppia infinità di piani plurisecanti. Rend. della 
R. Accademia dei Lincei, serie 5%, vol. XXX (1° Sem. 1921). 

E — Le linee principali di una superficie di Sy e una proprietà carat- 
teristica della superficie di Veronese, Rend. della R. Acc. dei Lincei, serie 59, 
vol, XX (1° Som. 1921). 

F- Le superficie degli iperspaaé con una doppia infinità di curve 
piane o spaxiali, Atti della R. Acc, delle Scienze di Torino, vol. LVI (1921). 
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G — Id. id. Nota II Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, 
vol. LVII (1922). 


E. Boxrrani — A — Sull'equaxione di Laplace. Rend. del Circ. Mat. 
di Palermo, tomo XXXIV (1912). 


B - Recenti progressi nella geometria protettiva differenziale degli 
iperspaxi, Proceedings of the Fifth International Congress of Mathematicians 
(Cambridge) vol. II (1913). 

C - Sopra alcune estensioni dei teoremi di Meusnier e di Bulero. Atti 
della R. Aco. delle Scienze di Torino, vol. XLVII (1913). 

D ~ Sistemi di equazioni simultanee alle derivate parziali a caratte- 
ristica. Atti della R. Aoc. delle Scienze di Torino, vol. XLIX (1913). 

E - Sur les configurations de Laplace. Comptes rendus de l' Académie 
des Sciences, t. 166 (1913). 

F — Sullo spazio di immersione di superficie possedenti dati sistemi 
di curve. Rond. del R. Ist. Lombardo di Scienze e Lettere, vol, XLVII (1914). 


G — Contributo allo studio dei sistemi lineari di rette nello spaxio a 
quattro dimensioni. Atti del R. Ist. Veneto di Scienze, Lett. ed Arti, 
tomo LXXIII (1913). 

H - Alcune proprietà protettivo-differenziali dei sistemi di rette negli 
iperspari. Rend. del Circ. Mat. di Palermo, tomo XXXVII (1914). 

I- Pour la géométrie de l'équation de Laplace. Comptes rendus de 
l'Académie des Sciences, t, 160 (1915). 

J — Sur les équations de Laplace à invariants égaux. Comptes rendus. 
de l'Ac. des Sciences, t. 160 (1915). 

K ~ Risoluzione geometrica del problema di Moutard sulla costruxione 
delle equarioni di Laplace ad integrale esplicito. Rend. della R. Accad. dei 
Lincei, serie 5%, vol. XXIV (19 Sem. 1915). 

L — Determinazione delle superficie integrali d'un sistema di equaxioni 
a derivate parziali lineari od omogenee, Note I e II. Rend. del R. Ist, Lom- 
bardo di Scienze e Lettere, vol. LII (1919). 

M ~ Sur les courbes quasi-asymptotiques des surfaces dans un espace 
quelconque. Comptes rendus de l’ Ao, des Sciences, t. 168 (1919). 

N — Sistemi coniugati sulle superficie degli iperspaxi. Rend. del Ciro. 
Mat. di Palermo, tomo XLVI (1922). 

O - Proprietà differenziale caratteristica delle superficie che rappre- 
sentano la totalità delle curve piane algebriche di dato ordine, Rend. della 
R. Aco. dei Lincei, serie 5%, vol. XXX (2° Sem. 1921). 

P - Proprietà differenziali caratteristiche di enti algebrici. Memorie 
della R. Aco. dei Lincei, serie 5%, vol. XIII (1921). . 

Q - Sulla rappresentazione iperspariale delle curve piane. Rend. Lincei 
serie 5%, vol. XXI (29 sem, 1922). 

R - Sulla corrispondenza puntuale fra due apartes a punti planari. 
Boll. Un, Mat. Italiana, anno IV (1926). 
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A. Trrracini. — A — Sulle Vy per cui la varietà degli Sn (h-4-1)— 
seganti ha dimensione minore dell’ ordinario. Rend, del Circolo Matemat. di 
Palermo, tomo XXXI (1911). 

k (k — 1) 


B — Sulle Vy che rappresentano più di . 5 


linearmente indipendenti, Rend, del Circolo Mat. di Palermo, tomo XXXIII 
(1912). 

C - Sulle varietà di spaxi con carattere di sviluppabili. Atti della 
R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. XLVIII (1913). 

D - Alcune questioni sugli spaxi tangenti e osculatori ad una varietà. 
Nota I. Atti della R, Acc. delle Scienze di Torino, vol. XLIX (1913-1914). 

E - Id. id. Nota II. Atti della R. Acc, delle Scienze di Torino, volume 
LI (1916). 

F — Id. id. Nota III Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, 
vol. LV (1919-1920). 7 

G. — Sulla varietà degli spaxi tangenti a una data varietà. Nota I o 
Nota II. Rend. della R. Acc. dei Lincei, serio 5%, vol. XXIX (2° Sem. 1920). 

H = Su due problemi, concernenti la determinazione di alcune classi 
di superficie, considerati da G. Scorxa e da F. Palatini. Atti della Soc. dei 
Natur. e Matem, di Modena, serie 6%, vol, V] (1921-1922). 

I - Sulle superficie i cui spari osculatori presentano particolari inoi- 
denxe coi piani tangenti o fra loro. Atti della Società dei Natur. e Matem, 
di Modena, serie 5%, vol. VI (1921-1922). 

J - Su una proprietà caratteristica della superficie di Veronese. Atti 
della Società dei Natur. e Matem. di Modena, serie 6%, vol, VII (1922). 


equaxioni di Laplace 


Avvertiamo una volta per tutte che nel seguito uno spazio 
di n dimensioni sarà designato talora con S,, talora con |n]; e, 
inoltre, che parlandosi di uno S, tangente a una V, in un suo 


punto x, con p ^. k si intentenderà, se p «Ck uno S, per x e 


< 
contenuto nello S, ivi tangente alla V,, e se pk uno S, 
passante per tale S,. 


8 1. — I successivi intorni di un punto su una varietà. 


1, — Se (nello spazio a n dimensioni S,) x è un punto 
generico di una varietà a % dimensioni V,, si chiama spazio 
r-langente alla V, nel punto æ lo spazio (minimo) cui apparten- 
gono æ e i suoi punti derivati (rispetto ai Æ parametri essenziali 
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cui è riferita la V,) fino a quelli di ordine r incluso (*). Gli 
spazi 2-tangenti si chiameranno brevemente spazi osculatori, Per 
k= 1 lo S, r-tangente a una curva in un suo punto si chiamerà 
anche, secondo l’uso, S, osculatore. 


Gli spazi r-tangenti a una V, possono coincidere con lo S, 
ambiente; anzi ció avviene sempre a partire da un certo valore 
di r. Se ció non avviene, ogni iperpiano passante per lo spazio 
r-tangente nel punto x produce nella V, una sezione per la quale 
il punto z ha molteplicità » + 1 almeno. 

Lo spazio r-tangente in x si può anche definire come il 
minimo spazio cui appartengono gli S, osculatori in tal punto 
alle curve generiche tracciate sulla V, e passanti per esso. Però, 
per r— 1, tale spazio r-tangente, in generale, non è più riem- 
pito da quegli S, osculatori. 

Per esempio, si consideri una superficie generica (**) F di S,, 
con 1=5, e lo spazio ad essa osculatore (2-tangente) in un 
suo punto generico x. Se t,, ©, sono i due parametri cui è riferita 


dx Ed ft 
la F, posto a = ac € (***), i piani osculatori in æ alle 
1 


linee della F passanti per x riempiono una Vi, quella che si 
ottiene come luogo degli Są che dal piano tangente in x proiet- 
tano il punto (variabile su una conica al variare del parametro p) 
aD 4 2029? + pa, Anzi, ognuno degli S, ora nominati è 
riempito dai piani osculatori alle curve di F che passano per æ 
con una tangente determinata (****). Tutto questo risulta subito 
osservando che il piano osculatore in x a una linea di F definita 
da Ta = tQ, (ts) è determinato dai punti 


(*) Su questa definizione non tutti sono concordi : invece che di spazio 
r-tangente qualcuno parla di spazio r-osculatore (cfr. p. es. Bompiani C, 
n. 5), o di spazio (r + 1) -/angente (così Deu Pezzo: Sugli spari tangenti 
ad una superficie o ad una varietà immersa in uno spazio di più dimen- 
sioni. Rendiconto della R. Acc. di Napoli, 1886). Cfr. poi anche Bowrrawt L, 

(**) Il significato preciso di questa parola risulterà chiarito dal seguito. 

(***) Notazioni e convenzioni analoghe manteniamo per il seguito. 

(****) Cfr. per tutto ciò p. es. SEGRE A. 
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dr dr dr 
(1) ", gn 3 2) 3| 209 2 (9). 
Y, e +73 te + 2 dc. tam + (TE =) + de a: 


dt, . : ne M 
mantenendo fisso-—?, si ottengono i punti di uno Sg, ecc. 
dr,” 3) 
1 


Più in generale (*), si trova che i piani osculatori alle 
curve di una V, in un suo punto z costituiscono generalmente 
un cono, formato da œ~" S,,, passanti per lo S, tangente alla 
V, in æ (in corrispondenza delle 00% rette tangenti alla Y, 
in æ), avente l'ordine 2^7!, Gli iperpiani tangenti a questo cono 
sono, fra tutti gli iperpiani tangenti alla V,, quelli per cui il 
cono quadrico tangente nel punto æ di contatto alla sezione che 
essi producono nella V, ha una generatrice doppia. Queste gene- 
ratrici, se 2%< n, esauriscono la totalità delle rette tangenti in 
æ ala V,; se no, sono œ"—*-? e formano un cono d'ordine 


os: 


2. — Le considerazioni accennate conducono ad estendere 
la definizione adottata per lo spazio r-tangente. Consideriamo, col 
Bomprant (C), un elemento E, d'ordine h di una curva, vale a dire 
l'insieme di un suo punto e dei relativi S,, Sp,..., S, ivi 
osculatori alla curva: e poi la figura costituita dagli S, osculatori 
in un punto x di una V, alle curve della V, aventi in comune 
un dato E, (s'intende relativo al punto z): lo spazio (minimo) 
contenente tutti quegli S, si può .chiamare r-tangente im x alla 
V, secondo l'elemento E, fissato. 

Per À-—r-—1, quegli S, costituiscono un sistema lineare 
intorno allo Z, ,, e riempiono generalmente uno Suri» 

Per h=r —2, se r= 2, si trova quanto si è detto alla 
fine del n. 1: se invece r —2, gli S, in questione descrivono 
un sistema lineare, intorno allo spazio (r — 1)-tangente secondo 
lo E, , fissato, e, generalmente, entro un S5, s. = 

Per h= r— 83, ser =3, il luogo degli S4 è generalmente 


(*) Cfr. il n. 18 di DeL Pezzo citato in (*) a p. 784 e i n! 17-19 di Bronx B. 
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un cono di dimensione 3%, avente per vertice lo S, tangente 
alia V, in x, e d'ordine 


k 2k—i—1 
i 
H S ( k—1 ) 


Se invece, sempre per h= r —3, si ha r= 4, si ottiene 
generalmente uno Ss; — cono, di dimensione 3% + 1, e d'or- 
dine 2*-; se finalmente r > 4, gli S, in questione riempiono 
una varietà lineare. 

Più in generale, per ogni valore di 7 — h, sussiste il risul- 
tato che, a partire da un certo valore di r, quegli S, riempiono 
una varietà lineare. 

3. — Se anziché una V, si considera, nello S,, una totalità 
c^ di iperpiani, si possono ripetere per questa le considerazioni 
duali di quelle dei n.' precedenti, Rileviamo in particolare 
che su un iperpiano generico della c* si ha uno S,_¡-, primo 
caratteristico, o più brevemente caratteristico (ciod comune ad esso 
e ai suoi infinitamente vicini del primo ordine); e poi uno spazio 
secondo caratteristico (che puó anche mancare) duale dello spazio 
2-tangente a una V, in un suo punto, ecc. 

Data una varietà luogo V,, il sistema di tutti i suoi iper- 
piani tangenti (cioè passanti per gli S, tangenti) produce su 
ognuno di essi uno spazio (primo) caratteristico che giace sulla 
V, ed è l'insieme dei punti nei quali l’iperpiano è tangente alla 
varietà (Score B, n. 16): e viceversa (cioò dualmente), una infi- 
nità di iperpiani costituisce sempre l'insieme degli iperpiani tan- 
genti per una varietà luogo (il luogo degli spazi caratteristici 
che possono ridursi a singoli punti). Donde segue (mediante proie- 
zione in S,,,) che, se una V, è toccata da ogni suo $, tangente 
in più di un punto, essa è toccata da ogni S, tangente generico 
in tutti i punti di uno spazio (*): se gli S, tangenti sono o^, i 
loro spazi di contatto sono degli S, ,. 


(*) Questa proprietà non si estende agli spazi osculatori: la Sig.na M. 
CasTELLANI ha osservato che ogni S, osoulatore generico di una superficie può 
avere più di un punto di osculazione, senza averne infiniti; e ha determinato 
quali sono le superficie in tali condizioni. (Sulle superficie i cui spazi ossula- 
tori sono biosculatori, Rend, Lincei (5) XXXI, 1922), 
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$ 2. — Generalità sulle varietà rappresentanti sistemi 
di equazioni lineari alle derivate parziali. 


4. — Lo spazio oseulatore a una superficie F nel suo punto 
x è individuato dai punti 


(1) l? (11 12 (22) 
a QU, ww". am, gm, aM. 


Perciò, se la dimensione dello spazio ambiente è almeno 5, 
quegli spazi osculatori hanno generalmente dimensione 5. Piü in 
generale, se la dimensione dello spazio d'immersione è abbastanza 
elevata, gli spazi r-tangenti di una V, hanno generalmente dimen- 
sione E + É — 1. 

k 

Ma può avvenire che quella dimensione si abbassi, per ogni 
punto generico della V,, di i unità: ciò avviene quando il punto 
x è legato ai suoi successivi punti derivati fino all’ordine r 
incluso da è relazioni lineari omogenee linearmente indipendenti. 
In tal caso, le coordinate proiettive omogenee di un punto che 
descriva la V, appaiono come soluzioni di un sistema lineare 
omogeneo alle derivate parziali di ordine r, costituito da ? equa- 
zioni linearmente indipendenti; si dice allora che la V, rappre- 
senta quel sistema alle derivate parziali (o anche, talvolta, che la 
V, è una V, integrale di quel sistema). Così, p. es., le superficie 
dello spazio ordinario (von piani) rappresentano due distinte equa- 
zioni lineari omogenee alle derivate parziali del 2° ordine, o, 
come diremo più brevemente, due equazioni di Laplace (*). 

Benchè, in generale, una V, non sia ancora proiettivamente 
determinata da un tale sistema alle derivate parziali, tuttavia 
l'introduzione di una V, rappresentante un dato sistema può 
essere assai utile per lo studio del sistema stesso; come si vedrà 
nei n', seguenti già per il caso k —r = 2. 


(*) Useremo nel seguito questa locuzione, qualunque sia il numero delle 
variabili. 
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La particolarità sopra indicata non si può certo presentare 
per r= l (giacchè ciò equivarrebbe ad abbassare la dimensione 
della V,) e perciò, per qualsiasi r, ogni sistema del tipo consi- 
derato rappresentato da una V, deve essere tale che da esso non 
consegua nessuna equazione del primo ordine, Ciò porta intanto 
subito alla conseguenza 


3 k+r ; 
(1) i=( ^ ) «4 9. 
8 3. — Superficie rappresentanti equazioni di Laplace. 
5. — Fermiamoci sul caso k =r = 2. Allora sarà al mas- 


simo i= 3; Se il massimo è raggiunto, i tre punti x", 2%, 
x si esprimono come combinazioni lineari di z, a", z", e 
perció il piano di questi tre punti contiene ogni linea della super- 
ficie passante per +; la superficie in questione è dunque un piano. 
Se ¿=2 si trova che la superficie sta in S¿, oppure è una super- 
ficie sviluppabile (cfr. più avanti il n. 10). Se poi i= 1, si 
hanno le superficie (che già comparivano in lavori precedenti) a 
cui è espressamente dedicata la nota A del SEGRE. 
. Sia «^ una tale superficie, e 


(2) A + Bal + Ca) + Da + Ea + Pa — 0 


la corrispondente equazione di Laplace (*). 
Giova considerare, in relazione con essa, l'equazione diffe- 
renziale 


(3) Cda — Bdr dr, + Addi = 0. 


(*) Nella Nota: La geometria delle superficie considerate nello spaxto 
rigato (Rond. della R. Accad. dei Lincei, serie 6%, vol. IIT, 1926) il Bompranr 
ha trovato un significato, come limite di un birapporto, dell’ invariante asso- 
luto (rapporto dei due invarianti relativi) della (2); quando esso è =1 si 
ha il teorema di Korxres sulle equazioni ad invarianti uguali. 
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Si ha intanto questa proprietà: le coppie di tangenti in un 
punto generico x alle sezioni iperpiane che hanno in + un punto 
doppio (anziché essere tutte le œ? coppie di tangenti in x a ®) 
sono le œt coppie di un'involuzione, i cui raggi doppi sono 
definiti dalla (3). Perció questi raggi doppi appaiono come tan- 
genti in x alle sezioni iperpiane cuspidate. 

Si chiamano poi linee caratteristiche della superficie ® le linee 
integrali della (3): esse costituiscono un solo sistema quando la 
equazione (2) è parabolica. Ebbene, le tangenti alle caratteristiche 
di un sistema nei punti di una caratteristica dell'altro sistema 
costituiscono una sviluppabile. E, se i due sistemi di caratteristiche 
sono distinti, il verificarsi di una tale proprietà basta già per 
conchiudere che una superficie che possieda un doppio sistema di 
linee in quelle condizioni rappresenta un’ equazione di Laplace (non 
parabolica). Se la (2) è parabolica, in ogni punto della ® il piano tan- 
gente a questa coincide col piano osculatore alla linea caratteristica 
passante per quel punto (e viceversa). Insomma le linee carat- 
teristiche di una superficie P si comportano come si comportano 
nello spazio ordinario due sistemi (distinti) di linee coniugate, 
oppure quello delle asintotiche di una superficie, secondo che la 
(2) è non parabolica, oppure è parabolica: perciò quelle linee 
spesso si chiamano coniugate oppure rispettivamente asintotiche. 


6. — Se la (2) non è parabolica, alla corrispondente super- 
ficie P si può applicare la trasformazione di Laplace (come la si 
applica ai sistemi coniugati nello spazio ordinario). Precisamente, 
si costruiscano le oo! sviluppabili circoscritte alla data superficie «P 
lungo le œ! caratteristiche del 1° sistema: il luogo dei loro 
spigoli di regresso sarà generalmente una superficie P,, la quale 
sarà toccata dalle oo? rette tangenti agli spigoli di regresso, vale 
a dire dalle rette tangenti alle caratteristiche del 2° sistema di ©, 
Ebbene, la ®, è ancora una superficie della specie P, trasformata 
di Laplace della data. Se la (2) si riduce alla forma canonica 


(2°) a9 -- agh + ba -- ox = 0, 


e si assumono p. es, le linee ©, (cioè le linee su cui varia x) 
come caratteristiche del primo sistema, il punto x°- ax de- 


738 APPENDICE III, 


scrive la ®,, e precisamente in modo che la retta che lo con- 
giunge al punto z della ® è tangente comune di queste due 
superficie nei punti considerati. Analogamente, il punto x!) + bæ 
descrive in generale un’altra superficie P_, pure trasformata di 
Laplace della superficie «b. Da ,, operando analogamente, si 
ottengono in generale due superficie delle quali l' una coincide 
sempre con ®, mentre l’altra è generalmente una nuova superfi- 
cie P,. Analogamente per P_,. Così prende origine una succes- 
sione, generalmente illimitata, di superficie 


(4) C PUE I me vr an 


ciascuna delle quali è trasformata di Laplace delle due che la 
comprendono. 


7. — È particolarmente notevole il-caso in cui la successione 
(4) si chiude (cioè non è proseguibile) da una parte almeno ; 
giacchè allora l'equazione (2) corrispondente alla ® si integra per 
quadrature. y 

Un criterio generale per sapere quando ciò avviene è dovuto 
al Bompiani (A). Partiamo dall'osservazione che gli S, (h< n) 
osculatori alle caratteristiche c, di «b nei punti di una caratte- 
ristica ©, riescono osculatori a una curva t, della superficie P, 
della successione (4). Allora, se questa successione si chiude, e 
P,_, ne è l’ultima superficie non degenere, si presenta necessa- 
riamente o l'una o l'altra delle due seguenti circostanze : 

1°) la sviluppabile circoscritta alla P,_, lungo una generica 
linea +, si riduce a un cono (il cui vertice, al variare di quella 
linea ©, descrive Ja curva che, come superficie degenere, chiude 
la successione di Laplace) ; 

20) le sviluppabili circoscritte alla P, lungo le varie linee t, 
hanno lo stesso spigolo di regresso (nel qual caso ®,_, è una 
sviluppabile il cui spigolo di regresso c chiude la successione). 

Nel secondo caso l'osservazione da cui siamo partiti prova 
che le linee c, della ® stanno entro altrettanti $, osculatori 
alla p; nel primo, la stessa osservazione dice che gli S, oscula- 
tori alle linee x, di P nei punti di una linea t, passano per uno 
stesso punto. i 
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Interpretando analiticamente quanto si è detto, si arriva al 
seguente criterio di chiusura: condizione necessaria e sufficiente 
affinchè la successione di Laplace relativa a un’equazione (2°) si 
chiuda da una parte almeno dopo A trasformazioni è che `A + 2 
soluzioni generiche di essa verifichino un’ equazione del tipo 


ð dx dla dx E 
E nga magit e.. +A Er + 2,2) =0. 


Precisamente, se è nulla l’espressione fra parentesi, la chiusura 
avviene (per la superficie rappresentante quell’equazione (2') che 
si ottiene, in Sa, in corrispondenza delle A + 2 soluzioni 
considerate) nel secondo fra i due modi di cui sopra si è detto 
(caso di Goursat); se no, avviene nel primo (caso generale). È 
poi anche possibile la chiusura secondo il caso misto quando gli S, 
delle singole linee tą hanno in comune uno Sj. (e allora la suc- 
cessione si chiude dopo À — œ trasformazioni). 


Il Bomerani (K) ha anche applicato le considerazioni che 
precedono al problema (di Mouraro) di costruire le equazioni di 
Laplace con successione chiusa da entrambe le parti, problema 
già considerato da Darsoux e dal NicoLetTI. 


8. — Insieme con le superficie rappresentanti equazioni di 
Laplace, si possono considerare delle configurazioni di Laplace 
(Bowerani E). Si chiama configurazione di Laplace una co? di 
spazi S, che si ripartiscano in due modi diversi negli S, di o! 
sviluppabili ordinarie (*), in modo che altrettanto sussista per 
gli Sy,, che congiungono le coppie di S, infinitamente vicine in 
tali sviluppabili (condizione che generalmente — per y>0— è 
conseguenza della precedente). La sezione di una tale configura- 
zione con uno S, ., è una superficie rappresentante un’ equazione 
di Laplace. 


(*) V. più avanti la nota a p. 744. 
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In base all'osservazione di cui al n. 7, in principio, posto 
k+h= y<n—1, lo spazio S, definito in un punto generico 
di una superficie ® dagli S, e S, rispettivamente osculatori in 
esso alle linee c, e ©, risulta osculatore a una linea 7, di P, e 
a una linea ©, di P_,: perciò quegli o»? S, appartengono a una 
configurazione di Laplace. Se si tagliano questi œ° spazi con lo 
S,., che congiunge n — vy + 1 punti della piramide fondamen- 
tale di riferimento, si ottiene dunque una superficie della specie «b, 
Ciò significa che se le x; (è = 0, 1,..., n) sono soluzioni della 
(2^, i determinanti pi,2,...,, a di ordine v -+ 1 formati con le 
prime v orizzontali e poi con un'ulteriore orizzontale (p. es. con 
la 0%") della matrice 


Mo oo A) Cancro GLA 
ANT NEA c que ipe 57:9. 3 Dur 


— dove abbiamo scritto esplicitamente solo l'orizzontale 2°" fra 
le n+1 della matrice — sono soluzioni di un’altra equazione 
di Laplace (con le stesse caratteristiche della data). Cosi si tro- 
vano, in modo molto semplice, le proprietà che il Darsoux, nel 
secondo volume delle sue Zegons, ha assegnato per le espressioni 
che egli chiama (4, %). 

Il Bomprani (I) si è anche servito di considerazioni di questa 
natura per studiare le relazioni fra i casi di chiusura delle suc- 
cessioni di Laplace relative a una data equazione di Laplace e ad 
alcune sue trasformate: p. es., se la successione di Laplace rela- 
tiva alla (2°) si chiude da una parte dopo k, trasformazioni 
secondo il caso generale, o rispettivamente secondo il caso di 
Goursat, l’ equazione di Laplace di cui le espressioni (h, Æ) sono 
soluzioni, secondo quanto si è detto sopra, si chiude ancora, se- 
condo il caso generale, dopo 44 + A trasformazioni, o rispettiva- 
mente, secondo il caso di Goursar, dopo %,—% trasformazioni. 
Se poi è invece k+h—=n—1, e si considera l'equazione di 
Laplace di cui sono soluzioni i determinanti di ordine » estratti 
dalla matrice di sopra, la successione di Laplace relativa a questa 
equazione si chiude da una parte dopo %, +% trasformazioni 
secondo il caso di Goursat, se quella relativa alle (2) si chiude 
da una parte dopo A, trasformazioni secondo il caso generale. 
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Con le trasformazioni di una equazione di Laplace dei tipi indi- 
cati si passa dunque da successioni di Laplace chiuse secondo il 
caso generale, o secondo quello di Goursar, a successioni chiuse 
nello stesso modo o nel modo opposto, dipendentemente dal tipo 
della trasformazione (*). 


$ 4 — Varietà rappresentanti sistemi di equazioni lineari 
alle derivate parziali aventi dimensione assai elevata. 


9. — Si è visto alla fine del n. 4 che il numero è delle 
equazioni linearmente indipendenti del sistema alle derivate par- 
ziali d'ordine r rappresentato da una V, non può superare il 
limite indicato nella (1). E al principio del n. 5 si è detto, per 
k=r= 2, a quali classi di superficie conducono i casi in cui 
è $551 (= 3, 6= 2), 

Lo studio dei casi a cui si è condotti per i valori abba- 
stanza grandi di è è stato eseguito da un lato per le superficie 
ed equazioni di ordine qualunque (k = 2, r arbitrario) (**), e da 
un altro lato per varietà di dimensione qualunque, e equazioni 
del 2° ordine (% arbitrario, r = 2) (***). 

Nel primo caso riesce utile l’ osservazione che, se le dimen- 
sioni degli spazi r-tangente e (r + 1)-tangente in ogni punto 
generico di una superficie differiscono di una unità, e sono p, 
p+ 1, la superficie contiene œ! curve negli Sp, di una svilup- 


(*) A proposito delle superficie ® ricordiamo anche la nota R del Box- 
PIANI, dove l'A. introduce la nozione dei sistemi planari di curve sopra 
quelle superficie. Si ottiene uno di quei sistemi prefissando genericamente per 
ogni punto della superficie un piano appartenente allo S, 2-tangente ivi e 
imponendo alle curve della superficie che il piano osculatore in ogni loro 
punto sia sempre incidente in una retta al piano prefissato passante per esso. 
Questi sistemi planari danno luogo a proposizioni notevoli nello studio delle 
corrispondenze puntuali fra due superficio «o. 

(**) V. Bomerani L. 

(***) V. TerracIni B, e, por k=3, Seere C. 
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pabile ordinaria (eventualmente degenere) (*), ovvero la super- 
ficie sta in Spy. 

In base ad essa si giunge facilmente al risultato che le 
superficie rappresentanti un sistema d'ordine r, con 


(5) jeter 


(h > 0) equazioni linearmente indipendenti, o sono costituite da 
oo! linee negli S,_, di una oo! sviluppabile ordinaria, oppure 
stanno in Saa. 

Quell'osservazione riesce utile anche per valori di ? meno 
elevati di quanto indichi la (5): il Bowrnwr assegna, per 
0 =h = — 5, le corrispondenti classi di superficie, 


10. — Consideriamo invece, col Terracini, il caso di k arbi- 
trario e r= 2. Allora, se 


5 ¡a HD Li 


con 1>0, si può affermare che la V, sta su una varietà U, 
luogo di o» S,, tale che gli S, ad essa tangenti nei punti di uno 
S, stanno in uno $,,,,,, essendo 0=%<%—! (donde subito 
segue, per k= 2, quanto si è detto al principio del n. 5). La 
dimostrazione di questo teorema avviene attraverso la considera- 
zione del sistema degli iperpiani passanti per gli Sı osculatori 
della V,: il luogo dei loro spazi secondi caratteristici (n. 3) è 
precisamente la varietà U, di cui si parla nell’ enunciato. 


(*) Si dice che una o» di spazi Sn è una sviluppabile ordinaria 
quando duo S, infinitamente vicini stanno in uno Sn41j essa è costituita 
dagli Sa osculatori a una curva, oppure (casi degeneri) dagli Sa che da 
uno spazio fisso Sy proiettano gli Sn-y-1 osculatori a una curva di 
Sa (0 <g <h — 1). D'ora in poi, dicendo sviluppabile ordinaria senz’ altro, 
s’ intenderà di non escludere che essa sia eventualmente degenere, 


al ls SAMA id. AAA i DA A TE 
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Il teorema di cui ora si è detto riconduce tutte le V, in 
questione entro classi molto ristrette. Però, per % > 2, queste 
classi comprendono anche alcune V, che non rappresentano sistemi 
di equazioni così ampi come indica la (6); cosicchè si presenta il 
problema di sceverare quelle classi da tali V, (p. es. per k=3 
bisogna scartare i coni proiettanti da un punto una superficie non s 
rappresentante alcuna equazione di Laplace). Ritorneremo più 
avanti (n. 14) su tale argomento: per il momento ci limitiamo 
ad osservare che, se in relazione con ogni varietà V, si considera 
la varietà W ricoperta dai suoi S, tangenti (varietà W che, per 
V, immerse in spazi sufficientemente ampi, ha in generale dimen- 
sione 2 A), la varietà W relativa a ogni V, fra quelle indicate 
nella tesi del precedente teorema, ha certamente dimensione 
zIk—l. 


8 5. — Alcuni altri particolari sistemi di equazioni 
di Laplace rappresentati da V,. 


11. — Prima di riferire alcuni altri risultati, introduciamo 
la nozione del sistema lineare delle /orme quadratiche associate al 
sistema di equazioni di Laplace rappresentato da una V,: ad esso 
si giunge introducendo aceanto a ogni equazione una corrispon- 
dente forma quadratica (nelle variabili 0,, 0,,..., 0,), ottenuta 
sostituendo a ogni termine contenente una derivata secondo 
a (i, j= 1, 2,..., k) il suo coefficiente moltiplicato per 0,0). 
Tali forme associate uguagliate a zero in uno S,.,, dove le 0 si 
interpretino come coordinate proiettive omogenee, rappresentano 
altrettante quadriche associate (*). Si verifica senza difficoltà che i 
sistemi lineari di quadriche associate al sistema di equazioni di 


(*) Terracisi D. Analogamente si definiscono le forme (di grado supe- 
riore al secondo) associate a equazioni lineari omogenee allo derivate parziali 
di ordine più elevato. Altri preferiscono interpretare le 0 come coordinate non 
omogenee in uno S e sostituire alle quadriche del testo dei coni quadrici 
di tale S, . Cfr, p. es. BomPIANI in D. 
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Laplace rappresentato da una data V, sono tutti proiettivamente 
equivalenti fra loro, al variare del sistema di % parametri essen- 
ziali cui si riferiscano i punti della V,. 

Se il sistema delle quadriche associate contiene tutte le qua- 
driche contenenti un iperpiano S, , fisso dello S, , (più eventual- 
mente altre quadriche), la V, integrale è una rigata sviluppabile, 
cioè toccata da uno stesso S, tangente lungo ogni generatrice, 
come si vede subito osservando che il sistema parziale di equa- 
zioni di Laplace, le cui quadriche associate contengono lo 8,4 
fisso a, (7) 0, + ag (sz) 02... + 4, (1) 0, = 0, esprime che lo $, tan- 
gente alla V, non muta spostandosi lungo le linee 


e applicando la proprietà accennata alla fine del n. 3. 

Se poi, per k>2, quel sistema non contiene altre quadriche 
(se ciod, per il numero i delle equazioni di Laplace linearmente 
indipendenti rappresentate dalla V,, si ha à = k), allora la V, 
integrale è necessariamente un cono generico, cioè un cono proiet- 
tante da un punto una V, , che non rappresenta nessuna equa- 
zione di Laplace (Traracini D n. 5, e Bompiani D n. 10.) 


12. — La proposizione finale del n. precedente è stata estesa 
in sensi diversi dal Bowrrwr e dal TunnaOINI, 

Così il Terraomt (D n. 7, e E n 2-4) ha studiato che cosa 
avviene quando, ferma restando l'ipotesi dell'esistenza di un 
sistema parziale œ*-! di quadriche associate contenenti uno S,_s 
fisso, si assumono, per il numero ¿ delle equazioni di Laplace 
linearmente indipendenti, dei valori superiori a k. Se (per 
k>3)i<2k—3, la V, integrale è ancora un cono, che questa 
volta proietta da un punto una V, , rappresentante è — A equa- 
zioni di Laplace linearmente indipendenti, Se poi i =6 per 
k-4, oppure per K>4 à 2k—2<i<3k—4, la V, in- 
tegrale è un cono nelle stesse condizioni ora dette, oppure una 


D 
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rigata sviluppabile con linea direttrice (*), oppure ancora, se 
k= 4, è costituita dai piani tangenti di una superficie, o da oo* 
piani tangenti a una curva. 

Un'altra estensione (Terracini D. n. 9, e Bompiani D. n. 14) 
‘consiste in ciò : se il sistema lineare delle quadriche associate è 
quello delle quadriche per uno S fisso (0<1<kz— 1), 
la V, è uno S,_y— cono generico (proiettante da uno $,, 
una PV, che non rappresenta nessuna equazione di La- 
place) (**). 

Il Bomprant (D) ha poi considerato altre estensioni del mede- 
simo teorema finale del n. 11. Chiamiamo, come egli fa, sistema a 
caratteristica un sistema di equazioni di Laplace, le cui quadriche 
associate contengano uno stesso S, ,, ammettendo però anche 
che possa essere i< k: il sistema è parabolico se quello S,.; 
contato due volte fa parte del sistema delle quadriche associate 
(come avviene sempre per i = k) Per un tale sistema la V, 
integrale, ammesso che non rappresenti ulteriori equazioni di 
Laplace, se ¿>2 si compone di œ"! coni generici, e se i= 2 
ò una co di rette i cui S, tangenti nei singoli punti di una 
generatrice stanno in uno stesso Sj, (***) (eventualmente costi- 
tuita da co*-* superficie sviluppabili Nel caso non parabolico, 
la V, è una œi- di varietà V, ciascuna delle quali è così 
fatta, che in essa vi sono co! varietà G, e ce‘ linee y tali che 
le tangenti alle linee y nei punti di una G, passano per un punto, 


(*) Come si dirà al n. 26, una V; rigata con Sx tangente fisso lungo 
ogni generatrice ha le sue rette tangenti a k—1 Wx-1, ciascuna delle quali 
può essero sostituita da una varietà di minor dimensione incontrata da quelle 
rette; qui oi si trova precisamente in presenza di questa particolarità. 

(**) Por l= k — 1 ri ottengono œ! di Sx-1 sviluppabili ordinarie, E 
per 0<1<k—1, se oltro alle quadriche per lo Sx--4-1 fisso, esistono altre 
quadriche associate, la Vj 6 una oo*-! di S, lungo ciascuno dei quali essa 
à toccata da uno stesso Sa (Bomvrant D. n, 13). 

(***) Questo tipo di soluzioni manca fra quelli elencati dal Bompiani ed 
è invece assegnato (insieme con la esplicita rappresentazione analitica) al n. 4 
di Terracini G. Il Bompiani considera poi ancora dei sistemi da lui chiamati 
totalmente parabolici che si ottengono raggruppando in modo opportuno più 
sistemi parabolici, 
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mentre gli S, tangenti alle G, nei punti di una linea y apparten- 
gono a una sviluppabile ordinaria (*). 


13. — La ricerca della V, tali che per ogni loro punto vi 
sia uno spazio S, (1=p=<%) costituito di tangenti tripunte con- 
duce pure a un particolare sistema di equazioni di Laplace, sistema 
avente come sistema di quadriche associate quello delle quadriche 
contenenti doppiamente uno S,_,_,. Se la V, non rappresenta 
ulteriori equazioni di Laplace, e 2 —— p k, essa è necessaria- 
mente una o7? di S, generica (cioè non rappresentante altre 
equazioni di Laplace se non quelle che traducono la proprietà 
sopra esposta (Terracini D. n. 10; cfr. anche Bompiani D | 
BELG) 

Il Terraont (D. n. 11) ha anche considerato il caso in cui vi sono 
uno $,, uno S,, ecc. (2=<p<k, 2<q<k, ecc. con p +g + | 
+...<t) nelle condizioni di sopra, linearmente indipendenti 
ira loro — salvo, s'intende, la circostanza che essi escono da 
uno stesso punto della V, — (cosicchè le quadriche associate alle 
equazioni di Laplace rappresentate dalla V, contengono doppia- 
mente uno S, , ;,, uno S, , , ecc.). Allora, se la V, non rappre- 
senta altre equazioni di Laplace, essa contiene necessariamente 
gli S,, gli S,, ecc. delle tangenti tripunte. In particolare, se | 
pP+g= k, il Terracini ha dimostrato che la V, è una V, di 


! 
Searg, d'ordine E di uno spazio [pg+p+-q] rappresen- 
tante, nel modo indicato dal Searg, le coppie di punti di uno $, 


e di yno £,. 


(*) La memoria D. del Bompiani contiene poi anche lo studio di alcuni 
Sistemi a caratteristica del terz' ordine analoghi ai precedenti, sistemi costi- 
tuiti da equazioni del secondo e del terzo ordine, le cui forme associate 
(rispettivamente quadratiche o cubiche) contengono a fattore una stessa forma 
lineare, Il Bowrrawr si occupa particolarmente del caso in cui esiste una 
espressione A del tipo æ, œl!) + a, 29) + .. . -+ ax x^ tale che alcune delle 
sue derivate prime siano combinazioni lineari della æ o delle derivate prime 
di æ (in modo però che questo sistema parziale risulti parabolico secondo la 
terminologia adottata) e tutte le derivate seconde della A siano. combinazioni 
lineari della æ e delle sue derivate prime e seconde. 
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Anche un'altra notevole categoria di V, è stata caratterizzata 
in base al relativo sistema di equazioni di Laplace: quella delle 
V, (estensione delle superficie con un doppio sistema di coni 
circoscritti) che ammettono una rappresentazione parametrica del 
tipo 


=p (Tis Tan. Te 


Per conchiudere che una V, appartiene a tale categoria basta 
sapere che il sistema delle quadriche associate coincide con quello 
delle quadriche contenenti uno Sy-y-1 e uno Si, con P + 
+g= k), fra loro sghembi (Terraomt D n. 12) (*). 


$ 6. — La varietà degli spazi tangenti a un'altra varietà. 


14. — Già si è accennato al n. 10 alla varietà W ricoperta 
dagli S, tangenti a una varietà V,. Se x è il punto che descrive 
la V,, un punto generico y della W è dato da 


y=xr 4u p... a 


al variare dei parametri t,,..., Ta € À,,..., A. Siccome il 
sistema costituito dal punto y e dai suoi derivati primi rispetto 
ai 2% parametri ora nominati si riduce subito a 


1 k il 
g, a0, ,.., 209, Aa A al Aa... A a 


è chiaro che se la V, rappresenta pil CO equazioni di La- 


place linearmente indipendenti, la varietà W ha dimensione minore 
di quella, 2 k, che le compete in generale per V, immerse in 


spazi abbastanza elevati. Precisamente, se i = Lm +1 


dimensione delle W à =<2k—1, 


, la 


(*) Per p=1 ofr. anche la fine del n. 12, 
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Tutto ciò è evidente; meno evidente è che viceversa, dal 
fatto che la W abbia dimensione 2k— 1, si può inferire che la 


k (k — 1) 
2 


V, rappresenti proprio i = +1 equazioni di Laplace 


linearmente indipendenti, con una sola eccezione, e cioè che quella 
particolarità si presenta anche quando il sistema delle forme qua- 
driche associate al sistema (meno ampio di quanto ora si è detto) 
di equazioni di Laplace rappresentato dalla V, abbia un sistema 
apolare con matrice jacobiana nulla, di caratteristica k— 1 (Ter- 
RACINI D n. 3) (*). 

Questo teorema viene così a completare quello del n, 10 for- 
nendo un mezzo (mediante la sua seconda alternativa) per scar- 
tare le V, cui si è accennato nell'ultimo capoverso di quel n. 
La determinazione effettiva delle V,, cui la seconda alternativa si 
riferisce, costituisce però un problema assai complesso. Per k < 4 
abbiamo già precedentemente avuto occasione di dire che essa 
non ha luogo per k= 2, e conduce, per k= 3, ai coni gene- 
rici: il caso k= 4 è stato trattato dal Terracini (E): per l= 2, 
la V, è uno S, — cono generico: per / — 1, la V, è un cono 
proiettante da un punto una Va che rappresenta nessuna, o una, 
o due equazioni di Laplace linearmente indipendenti; oppure è 
una generica sviluppabile con curva direttrice, o è formata dai 
piani tangenti a una superficie generica, o è una oo? generica di 
piani tangenti a una curva; o è la Vj di S, di Seorg rappresen- 
tante le coppie di punti di due piani, o è costituita da superficie 
poste negli Ss di uno S,— cono generico, o infine è una 
generica co? di piani con Ss tangente fisso lungo ogni piano 
generatore. 

Le varietà V,, delle quali si è parlato in questo n., aventi 
cioè una varietà W di dimensione 2% — l, si possono altresì 


(*) Se, in quest’ ultimo caso, + ba il valore minimo possibile cioè 


(l 


Ik— A (con 1<k—1), 


la Vy è uno Sri. — cono generico. 
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considerare come quelle per cui due S, generici infinitamente 
vicini fra loro stanno sempre in uno Sy; (*). 


15. — Supposto ora che la varietà W del n. precedente 
abbia dimensione 2%, si conosce subito, in base a quanto si è 
osservato in principio del n. 14, che, per una qualsiasi V, gene- 
rica, la Wa, à toccata da uno stesso S nei punti di ogni retta 
tangente alla V, : dimodoché gli S,, tangenti alla Ws, nei singoli 
punti di un suo S, generatore sono œ, o meno; anzi, in 
generale sono proprio co*-. D'altro lato, se la V, rappresenta 
k (k — 1) 

2 
toccata da uno stesso Sy addirittura in tutti i punti di un suo S, tan- 
gente generico (**). Il 'Terracist ha studiato (in G) i casi intermedi: 
vale a dire ha cereato di earatterizzare mediante il modo in cui sono 
costituiti i corrispondenti sistemi di equazioni di Laplace, le 
V, (k= 3) tali che entro ogni loro S, tangente generico gli spazi, 
, di contatto della corrispondente We, coi singoli suoi Se, tan- 
genti abbiano dimensione g con 1<g9< k. La proprietà richiesta 
sì traduce in ùna proprietà del sistema delle quadriche associate, 
per il cui enunciato rimandiamo alle due Note ora citate. La deter- 
minazione effettiva dei sistemi di quadriche che godono di tale 
proprietà costituisce in generale un problema assai complicato ; 
il Terracini lo ha risolto per k<4 trovando che per k=4 la 
soluzione è data dai sistemi lineari co? di quadriche contenenti 
un piano; dai sistemi lineari oc? contenenti un sistema oo? (e 
non più ampio) del tipo ora detto; dai sistemi lineari oo? di 
quadriche per due rette sghembe oppure mutuamente tangenti lungo 


equazioni di Laplace linearmente indipendenti, la Wa, è 


(*) Il Bomprant al n. 29 di D. considera l'abbassamento di dimensione 
che ha luogo per la varietà ricoperta non più dagli Sa tangenti, ma dagli 
spazi osculatori di una classe di Vx da lui studiata in quella memoria, classe 
a cui si è accennato nella nota a pag. 748. 

(**) In tal caso gli Sa, tangenti alla Wa, sono (al massimo) œ*, Si 
badi che possono tali Sy, essere o»* anche in altre ipotesi: ma allora i loro 
S, di contatto con la Js, non coincidono più con gli Si tangenti alla Vj. 
Per k=2 ciò avviene soltanto per le superficie di Veronese (SrarE A n. 27). 
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una retta; dai sistemi lineari oo* contenenti un sistema lineare oo? 
di uno dei tipi precedenti; dai sistemi lineari c0* che ammettono 
due rette sghembe polari fisse, oppure contengono tutte le coppie 
dei piani di un fascio (*). Per k=3 il Terracini ha determinato 
effettivamente non solo i tipi dei sistemi di quadriche associate, 
ma i tipi di Vg che godono della proprietà richiesta (per g = 2, 
il solo caso che si possa attualmente presentare): sono le V, che 
si ottengono per k=3, ¿=2 dalla fine del n. 12, e inoltre le 
V4 rigate con S, tangente fisso lungo ogni retta generatrice. 


$ 7. — Comportamento degli spazi osculatori 
a una varietà in relazione con le sue sezioni iperpiane. 


16. — Quando di una V, si considerano le sezioni iperpiane 
generiche, i loro spazi tangenti coincidono sempre con le traccie 
degli S, tangenti alla V, sull’iperpiano segante. Ma, se anzichè 
gli spazi tangenti si considerano gli spazi osculatori, le cose pos- 
sono procedere in modo diverso. Indichiamo con Sẹ lo spazio 
osculatore alla V, in un suo punto z, e con Sy lo spazio oscu- 
latore nello stesso x alla V,_, sezione della V, con un iperpiano 
5 passante genericamente per x; allora Sw, in generale, ma non 
sempre, esaurisce l'intersezione o S?, cosicchè w — &— 1 non ap- 

(E— 1) (4-2) (k—1)0--2) | , 
2 "rod E i 


(k—1) (E +2) 
2 


pena sia ù s< + 1, mentre per w > 


è wo = . Ma vi sono delle V, eccezionali, tali che, 


per le loro sezioni iperpiane generiche, o' ha un valore più pic- 
colo di quelli ora indicati. Esse sono (Terracivi D n. 8) le V, 


k (k + 3) 
2 


rappresentanti un sistema di i = — w equazioni di 


Laplace linearmente indipendenti, tale che la matrice jacobiana 


(*) Dai sistemi lineari ct nominati vanno però esclusi quelli che even- 
tualmente risultino dotati di retta base, 
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delle loro forme associate sia identicamente nulla di caratteristica 
k— (o — w — 1). 

Tali V, non esistono per k=2; per k=3 sono i luoghi 
generici di piani entro S, con n= 6 (luoghi generici nel senso 
che quelle V4 non devono rappresentare altre equazioni di Laplace 
se non le oo? che esprimono che le varietà stesse sono luoghi di 
piani). Per k= 4, si ottiene un numero assai maggiore di tipi: 
la loro determinazione è stata iniziata dal Terraomt (F), ma non 
ancora condotta a termine (*). 


$ 8. — Le linee quasi asintotiche di una varietà. 


17. — Su una superficie generica in S, con n>3 non 
esistono linee asintotiche: in luogo di esse il Bompiani (**) ha 
introdotto delle linee quasi-asintotiche, Si chiama quasi-asintotica 
Y» a Ogni linea tracciata sulla superficie, tale che lo spazio con- 
giungente lo S, osculatore alla linea in un suo punto generico 
con lo spazio p-tangente alla superficie nel medesimo punto (p — q) 
abbia sempre dimensione minore di quella che compete a una 
linea generica della superficie (vale a dire minore di quella del- 
l’ultimo spazio nominato aumentato di q — p, purché questa 
somma sia < n). Il concetto si estende poi subito a V, qualunque. 

Limitandoci per ora al caso delle superficie, su una superficie 
qualunque esistono sempre delle quasi-asintotiche, pur di fissare 
convenientemente gli indici p e g. Così, si trova subito che su 
una superficie di S, esistono sempre oo"-* quasi-asintotiche *1,n-1- 
Viceversa, per n = 5, n= 6, l'esistenza di o»"-* quasi asinto- 
tiche ‘1,41 su una superficie permette di desumere che la super- 
ficie sta in uno S,, come il Bowrrawr ha dimostrato in F, espri- 
mendo anche la presunzione che altrettanto valga per tutti i valori 


(*) Ció avverrà in un' ulteriore Nota IV in continuazione delle D, E, F. 

(**) Per il caso delle superficie rigate, in H: un cenno di questo e di 
un altro caso particolare si trova già in Bomprant B. Per il concetto di quasi- 
asintotiche in generale, dal punto di vista proiettivo, cfr. i lavori dello stesso 
Bomerani che saranno citati fra poco: non ci occupiamo qui delle proprietà 
metriche trovate dal Boxprani in altri lavori. 
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più elevati di n (*). Diverso è il caso di n=4: vale il risultato 
precedente solo se si aggiunge l’ipotesi che la ‘superficie in questione 
rappresenti un’equazione di Laplace: se essa non ne rappresenta 
nessuna, e possiede œ? quasi-asintotiche Yı, è una superficie di 
Veronese, secondo quanto sarà detto or ora. 

Il Boxerani (O, P) ha anche studiato il caso di una super- 
ficie possedente oo? quasi-asintotiche x-1,,41: Se gli spazi %-tan- 


genti della superficie hanno la dimensione Ain (ciod se la 


superficie non rappresenta nessuna equazione alle derivate parziali 
di ordine %) essa è necessariamente la superficie razionale normale 


di ordine k*, di uno spazio H] , che rappresenta, in 


modo' ben noto, la totalità delle curve piane algebriche di ordine % 
(e quelle Y,-,,,41 appartengono ad S, e sono le curve razionali 
normali C^ della superficie). Il Bomprant ha pure stabilito un teo- 
rema analogo relativo alle V} contenenti oo Y,.1,171 quasi asinto- 
tiche. 
Nel caso delle superficie razionali normali sopra accennato, 
quelle quasi asintotiche intervengono in modo notevole, insieme 
con gli spazi osculatori in punti o lungo le stesse curve, sul pro- 
blema della effettiva costruzione della varietà rappresentativa della 
totalità delle curve piane con date singolarità, anche infinitamente 
vicine (Bomprani Q). 


18, — Il teorema di Koenias, relativo alle proiezioni su un 
piano delle asintotiche di una superficie dello spazio ordinario, è 
stato esteso dal Bompiani (M), il quale ha dimostrato che, se una 
superficie possiede due sistemi œt di quasi-asintotiche Yp, pp; 
Ya aj i quali si proiettino (su uno spazio di dimensione < p- q) 
secondo un doppio sistema coniugato, questo è necessariamente a 

invarianti uguali. 


(*) La dimostrazione per ogni valore di n è stata data dal Bowrrawi nol 
caso delle superficie rigate. E per queste egli ha anche trovato un altro eri- 
terio per l'appartenenza di una rigata ad un dato spazio, fondato sulla cono- 
scenza di una sola quasi-asintotica (al n. 4 di F). 
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$ 9. — Altri notevoli sistemi 
di linee esistenti sulle superficie. 


19. — Il Bomprant (N) ha cercato di estendere alle super- 
ficie degli iperspazi la nozione dei sistemi coniugati dello spazio 
ordinario, Sappiamo già che le linee coniugate di una superficie 
rappresentante un’ equazione di Laplace costituiscono appunto una 
tale estensione. Ma qui si tratta di trovare dei sistemi di linee 
che esistano su tutte le superficie. Partiamo dall'osservazione che 
i piani tangenti a una superficie 7 nei singoli punti di un suo 
elemento Æ, d'ordine v (efr. il n. 2) appartengono a uno spazio 
di dimensione 2v + 2. 

Allora, se la dimensione » dello spazio ambiente è dispari 
(n = 2v + 1), si consideri un elemento £, di curva della super- 
ficie F passante genericamente per un suo punto x: i piani tan- 
genti alla F nei punti di Wy successivi a x determinano uno Sy, 
che taglia il piano tangente in z lungo una retta tangente in z, 
tangente coniugata di specie y dell’ elemento Ey. A ogni sistema co! 
di curve C tracciate su F si può così associare un sistema pari- 
menti œ! di curve K suo coniugato di specie v, inviluppato dalle 
tangenti che sono coniugate agli elementi d'ordine v delle curve 
del primo sistema. Si badi però che, per v — l, in generale la 
relazione fra i due sistemi C e K non è involutoria. Invece la 
costruzione stessa prova che la notissima proprietà dei sistemi 
coniugati ordinari trova la sua estensione in quella che le tan- 
genti coniugate di specie v agli elementi Æ, di una curva della F 
sono tali che y-| 1 consecutive non sono linearmente indipen- 
denti. Antieipando la nozione del (primo) indice di sviluppabilità 
di una rigata, che sarà posta al n. 24 (massimo numero di gene- 
ratrici consecutive fra loro in generale linearmente indipendenti) 
possiamo dire che la rigata di quelle tangenti coniugate ha indice 
di sviluppabilità v (anzichè v + 1); e viceversa. 

Il Bompani ha particolarmente approfondito il caso del coniu- 
gio di 2» specie: l'analogia coi sistemi coniugati ordinari continua 
anche in ció che, assumendo come linee parametriche quelle di 
un doppio sistema coniugato di 2^ specie, le coordinate di un 
punto che descriva la superficie appaiono come soluzioni di 
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un'equazione lineare omogenea alle derivate parziali del terz’ or- 
dine. È inoltre notevole il fatto che, dato il sistema X, mentre 
in generale esistono oo? linee della superficie F tali che œ! fra 
esse si possono assumere come linee C, se la F rappresenta un'equa- 
zione di Laplace esistono soltanto due sistemi oo! di linee C (e 
viceversa). Se poi si suppone che sulla superficie F esista un 
sistema di linee K tale che risulti indeterminato il corrispondente 
sistema C, ne consegue che, o la superficie sta in S,, oppure le 
K sono linee contenute in piani di una sviluppabile ordinaria ; 
se invece il sistema delle linee C ha indeterminato il coniugato 
di 2a specie, si arriva alla conclusione che la superficie sta in S,, 
oppure rappresenta un'equazione di Laplace per cui le C sono 
caratteristiche, oppure infine che le linee C stanno negli Są di 
una sviluppabile ordinaria. 

Negli spazi pari S,,,,, assegnato ad arbitrio un sistema o! 
di curve C, non è più in generale possibile ottenere un coniugato 
di specie y (da definirsi come sopra); così in Sẹ, su una super- 
ficie generica esistono (in tutto) œ? curve C tali che ad o! di 
esse scelte come curve C si può associare un sistema co! di curve 
K loro coniugate di seconda specie. Questo risultato, e quello che 
gli corrisponde in S, sono stati invertiti dal Bomprant cosi: le 
superficie tali che per ogni loro sistema co! di curve C esista un 
coniugato di seconda specie, sono le superficie di Sẹ e quelle 
contenenti co! linee nei piani di una sviluppabile ordinaria: le 
superficie con oo? curve C, tali che ad oo! fra esse si possa asso- 
ciare un sistema co! di linee K coniugate di seconda specie, sono 
le superficie di S, e quelle contenenti co! linee negli Sg di una 
sviluppabile ordinaria. 


20. — Nella sua Nota testè analizzata il BompranI considera, 
per una superficie generica F dello Ss, le linee autoconiugate di 
2a specie: esse si ripartiscono in cinque sistemi oo! (che si riducono 
a soli tre, se la F possiede un doppio sistema coniugato ordinario), 
e coincidono con le linee principali già studiate in altri lavori dal 
Seorg e dallo stesso Bomrrani. Tali linee, oltre che dal punto di 
vista ora detto, si possono anche considerare come le linee invi- 
luppate su una superficie di S, dalle tangenti principali, vale a 
dire dalle rette definite in uno dei seguenti modi: 
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1) Fra gli co! S, che segano la F secondo una linea avente 
una cuspide nel punto x della F stessa (S, tangenti al cono Vi 
di cui si è detto al n. 1 — v. la fine di quel n. —) ve ne sono 
cinque per cui x è un tacnodo : le relative tangenti sono le tan- 
genti principali alla F in ~ (Seare B n. 24). 


2) Fra le direzioni della F uscenti da x, quelle delle tan- 
genti principali si possono caratterizzare come appartenenti a curve 
della F passanti per x e tali che i loro S osculatori in x coinci- 
dano con gli Sy 2-tangenti (cfr. il n. 2) alla F in x secondo le 
tangenti stesse (Bompiani © n. 7). 

Una linea principale della stessa F si può poi anche definire 
(Srare E) come una linea della F tale che lo spazio congiungente 
i piani tangenti alla F in due punti infinitamente vicini della 
linea stessa, x e æ + dz o sia uno Sg, oppure abbia, in æ, con 
la linea stessa, contatto quadripunto (anzichè tripunto come av- 
viene in generale). 

Le linee principali sono indeterminate solamente sulla super- 
ficie di Veronese, e sulle sviluppabili di S, (Segere E). 


21. — Oltre che nel modo accennato al n. 19, la nozione 
degli ordinari sistemi coniugati si può estendere anche in altri 
sensi, rinunciando però alla genericità della superficie entro lo 
spazio ambiente che si considera. Per es, il Bomprant (nella Nota II 
di L) ha considerato alcuni sistemi di curve di una superficie in 
relazione col fatto che esse rappresentino una o più equazioni 
lineari alle derivate parziali del terzo ordine. Così, se p. es. i 
punti 2009 e 4779 stanno sempre nello S; 2-tangente alla superficie 
nel suo punto generico x, il doppio sistema t, = cost, ta = cost 
viene a godere di proprietà che ricordano assai da vicino quelle 
degli ordinari sistemi coniugati: la rigata delle tangenti alle 
linee ©, nei singoli punti di una linea t, ha indice di sviluppa- 
bilità uguale a 2 e analogamente scambiando c, con * (d'accordo 
col n. 20). 
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$ 10. — Varietà luoghi di spazi. 


22. — Fra le altre varietà sono state particolarmente studiate 
le varietà luoghi di spazi, cui si è già avuto occasione di accen- 
nare qua e là nei precedenti paragrafi, ricordando fra l’altro la 
nozione di co! di spazi sviluppabile ordinaria. 

Per una qualsiasi V,,, luogo di o»! S,, gli Sayı tangenti nei 
singoli punti di uno S, generatore corrispondono omograficamente 
ai loro punti di contatto. Peró questa omografia pud essere dege- 
nere, il che avviene quando esista uno spazio singolare o focale 
[%,] comune allo S, generatore considerato e al suo successivo 
(cfr, anche per quel che segue Sears B nt 1-5). Se ciò avviene 
per ogni S, generico delle o}, questa si dice sviluppabile. Se poi 
ogni S, generico della co! deve avere un [k,] singolare, poi ogni 
[%,] singolare, entro la relativa œt, deve avere un [4,] singolare, 
ecc.... e così via fino a [%,] (senza che la co! sviluppabile di 
S, sia un cono), questa varietà si ottiene partendo da co! di [%,] 
i cui spazi generatori non ammettano generalmente punti singo- 
lari, tirando in modo generico oo* [%,_,] per gli spazi congiun- 
genti due [ky] consecutivi, poi co [k,_¿] per gli spazi congiun- 
genti due [%,_,] consecutivi, e così via. Da ciò risulta anche che 
per l'esistenza della œt di S, devono valere le disuguaglianze 


"ekz bk md ome mAG—AEmA-L 


23. — Se ora prendiamo a esaminare più in generale una co* 
di S, (a=1), la considerazione degli S,,, tangenti nei punti 
di uno spazio generatore alla V,,, luogo della œ% conduce alla 
seguente proprietà: in generale gli co* [k + a] tangenti alla Vj 
nei singoli punti di un suo S, generatore fissato G e gli 00% 
|2% + 1] ognuno dei quali congiunge G con uno S, infinitamente 
vicino della œ% riempiono una medesima Vj, (cono di vertice 


G) il cui ordine è ( i m !) e la classe è È E i oppure i 


secondo che. a = k + 1, oppure a=k- 1: in generale, lo spa- 
zio di appartenenza di questa varietà è ak-+ a-k, se questo 
numero è zm. 
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Quanto all' esistenza di punti singolari o focali (comuni a due S, 
infinitamente vicini) sugli S, generici dell'oo*, in generale, essi 
esistono solo quando 2k + an; e formano allora una varietà 


di dimensione 2k +a—n—1 e d'ordine ne i a meno 


che sia -k + a 7» », nel qual caso abbracciano tutto lo spazio 
‘generatore (cfr. per tutto ciò Seere B, n. 6-12) (*). 


24. — Particolarmente sono stati studiati i sistemi di rette. 
Per essi, quanto si è detto or ora porta alla conclusione che per 
una œ% di rette, in generale, soltanto se a >n — 2 esistono su 
ogni retta generatrice dei punti singolari, abbracciando tutta la 
retta se a —m — 1, ed essendo invece in numero di n — 1 
sea=©n—1 (*), 

Ma a risultati aventi una maggior portata si giunge introdu- 
cendo col Bowriawr (***) il concetto di indici di sviluppabilità di 
una superficie rigata. Come già si è accennato, si dice che una 
superficie rigata ha y come primo indice di sviluppabilità quando 
y generatrici consecutive sono in generale linearmente indipendenti, 
mentre non lo sono v 4- 1l. Se non è n= 2y—1, la œ! degli 
Say-1 ciascuno dei quali contiene v generatrici consecutive della 
rigata risulta una sviluppabile ordinaria, e le generatrici della 
rigata risultano immerse negli Sy di questa sviluppabile (interse- 
zioni di y Sx,_1 consecutivi). Allora la generatrice generica, immersa 
in uno Sy della sviluppabile, incontra certo lo Sy-1 della svilup- 
pabile stessa contenuto in tale Sy: ma può avvenire che incontri 


(*) Per una œ% di Si si possono anche considerare punti singolari o 
fochi di ordine superiore: così i fochi di 2° ordine, punti d'incontro di tre 
spazi successivi. Per es. per un sistema di co? piani in S4, su ogni piano 
di X vi sono in generale 5 fochi di 2° ordine, mentre i fochi di primo ordine 
costituiscono su ognuno di quei piani una conica: e, se queste coniche non 
sono tutte degeneri, solamente i sistemi oo* di piani costituiti dai piani delle 
‘coniche di una F" proiezione della superficie di Veronese, o della F? rigata 
di 5, son tali cho tutti i punti dello coniche focali sono fochi di 29 ordine 
(Szore D). Per altre questioni dello stesso tipo v. Seere F, 

(**) Cfr. Sang : Un’ osservaxione sui sistemi di rette degli spaxi supe- 
riori. Rend, del Circ. Mat. di Palermo, tomo II, 1888. 

(***) IL, cfr. anche B. 


Funis1 e Cron, Lexioni di Geometria proisttivo-differenxiale 49 
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lo spazio [v,] della sviluppabile stessa essendo y, <v— 1. Co- 
munque sia y, <v—1 (per le generatrici generiche) si dice che 
v, è il secondo indice di sviluppabilità della rigata considerata, 
ponendo y, = — 1 quando gli Sy della sviluppabile costituiscono 
un cono il cui spazio vertice è incontrato da tutte le generatrici 
della rigata. Se invece n= 2v — 1 si sostituisca alla co! di 
Say1 testó considerata, la oo! di Sao che nasce nel seguente 
modo: congiungendo lo #S2,-8 di v —1 generatrici consecutive 
a una prefissata genericamente g con un punto arbitrario di g si 
ha uno Say-2, che taglia la consecutiva di g in un punto: questo 
è congiunto allo Sag delle v — 1 generatrici consecutive alla 
consecutiva di g mediante uno S», 5, ecc. ecc. Si ha così una o»! 
di Saz sviluppabile, sulla quale si può ragionare come sopra, 
con l'avvertenza che essa non è più univocamente determinata 
dalla rigata, bensì può variare in un sistema co! dipendentemente 
dalla scelta del punto arbitrario di g, di cui si è detto: come va- 
lore di y,, secondo indice di sviluppabilità della rigata, si assume 
il più piccolo fra i valori di y, relativi alle singole oo! di Sg,» 
sviluppabili. 

Da quanto precede si può anche conchiudere che la più gene- 
rale rigata di S, avente indici di sviluppabilità y e v, è tale che 
le sue generatrici sono negli Sy di una sviluppabile ordinaria e 
ne incontrano i [v,] (dove di queste PROA ve ne sono certo 
œ! se n=2y—1, e y, —v— 2). 

Passiamo ora a un sistema oo« di rette con a =1: se 
a<n—1, quanto si è detto in principio di questo n. non in- 
forma per nulla sul modo di costituzione della rigata. Invece il 
Bompiani (H) ha ricercato, entro il sistema wo, le rigate coi 
minimi indici di sviluppabilità (analoghe dunque alle superficie 
rigate sviluppabili contenute in una generica congruenza di rette), 


Il risultato è questo (valido per œ% generiche): se n—a è 


dispari, i minimi indici di sviluppabilità per una superficie rigata 


a +1 n—a—1 


del sistema sono A, 3 ; ogni elemento (*) 


(*) Intendiamo qui come elemento di ordine % di una superficie rigata. 
l’ insieme dî +41 sue generatrici consecutive. 
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En-a-1 (entro il sistema) determina a di queste rigate (cosicchè 
2 


n—a-+1 


vi sono æ sistemi %(*-) —ş— di tali rigate): se n—a è pari, 
TACITO Peio Dada : n—a 
i minimi indici per una superficie rigata del sistema sono 3 +1, 
n—a i : 
p 1: ogni elemento E,-x determina oo! fra queste 


3 
rigate (cosicchè vi sono cola=1) (+ +1) +1 di queste rigate). 


25. — Il Bompiani ha approfondito lo studio delle quasi-asin- 
totiche di una superficie rigata ponendole in relazione coi suoi 
indici di sviluppabilità (*). Si dice che una rigata presenta il caso 
normale quando i suoi indici di sviluppabilità hanno i massimi 
valori compatibili con la dimensione dell'ambiente: cioè, se n 
è pari, 


y= —, *X4—»—1, 


e, se n è dispari, 
n— 1 
2 , 


ym 


y =v=— 2, 


Allora, per una rigata che presenti il caso normale si hanno, 
fra l'altro, le seguenti proprietà, Esistono oo"—? 4,,_;: una di 
esse risulta determinata da un suo elemento EZ, 5,.;. In ogni 
rigata immersa in uno spazio di dimensione pari n = 2y esiste, 
in generale, una sola %,,,. Ogni rigata appartenente a uno spazio 
di dimensione dispari 2» — 1 possiede in generale oo* %,-1,,, che 
segano le generatrici in punteggiate proiettive. 
. fe poi il primo indice di sviluppabilità è v, con y qualunque, 
e il secondo à vı, la rigata possiede una Yy +,y (0 oo! di queste 
curve se n= 2y — 1, v, =y — 2) coincidente con lo spigolo di 


(*) Per una rigata una y, , si può anche definire come una curva tale 
che per lo Si, osculatore alla curva in ogni suo punto generico si possa con- 
durre uno SiL; appoggiato ad 2 +1 generatrici consecutive della rigata, Cfr. 
anche i 88 112-113. 
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regresso della sviluppabile di cui si è detto nella prima metà del 
n, 24; mancano però tutti i sistemi Y», con Z<n—y, i quali 
vengono assorbiti dalla ‘,,+1,y ora detta. 

Mediante gli indici di sviluppabilità finora considerati il Bow- 
PIANI ha dato la rappresentazione analitica di una rigata qualsiasi 
mediante un sistema di due equazioni differenziali lineari omogenee. 
Se la rigata è generata come luogo delle congiungenti i due punti 
da 


æ (t), y (t) tale sistema è (posto z' = di 


, ecc.) del tipo 


ayot H ar +... + eye) + ba y + bay +++ by y =0, 


dag Hage +... + do, v1 26 79 + Dgo + day +... + 
+ da, n—y-+1 gH zx (), 


dove le a e b sono funzioni di t. Viceversa, assegnato ad arbitrio 
un sistema del tipo indicato, gli corrisponde una classe di rigate 
proiettivamente identiche con gli indici di sviluppabilità y e v. 


$ 11. — Luoghi di spazi con carattere di sviluppabili. 


26. — La nozione di sviluppabile ordinaria si può estendere 
in modi diversi; ad alcuni di questi si è già accennato nei nu- 
meri precedenti. 

Un altro modo deriva dalla considerazione delle V, con meno 
+ di oS, tangenti (Srore B n' 28-31): già sappiamo dal n. 3 che 
allora la V, è un luogo di spazi (di dimensione = 1) con uno S, 
tangente fisso lungo ogni spazio generatore (*). Nel caso più sem- 
plice, in cui la V, è una œ% di rette, con Sy41 tangente fisso 
lungo ogni retta generatrice, esistono « varietà Va a cui le gene- 
ratrici sono tangenti, ognuna delle Va potendo essere sostituita 
da una varietà di minor dimensione incontrata (senza contatto) 


(*) Tali Vj sono spesso ancora designate come sviluppabili : cosí anche 
noi abbiamo parlato, in questo senso, di rigate sviluppabili p. es. al n. 11. 
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dalle ox rette (*). La ricerca di tali œ« di rette si può far 
dipendere (in generale) da quella di una delle « Va di cui ora 
si è detto: se con  (t,,..., Ta) si designa nel modo consueto 
un punto che descriva una di queste Va, in modo che le linee t, 
siano su tale Vo inviluppate dalle tangenti che descrivono la ox 
di rette in questione, occorre e basta che stiano in un Says i 
punti : 


1 x Hi 12 1 
&, e 20, a al, O, 


e perciò la Va rappresenta lo a—1 equazioni di Laplace linear- 
mente indipendenti in cui si traduce l’imposizione di tale pro- 
prietà (^). Questa Va si può caratterizzare geometricamente di- 
cendo che il sistema lineare di coni quadrici tangenti in un suo 
punto generico æ alle sezioni della Vx con gli iperpiani che ivi 
la toccano è tale che una retta della stella ha lo stesso Sg, po- 
lare rispetto a tutti i coni (***); oppure che essa possiede un 
sistema oo*—! di linee tali che gli S4 tangenti ad essa nei punti 
di una tale linea sono gli Sa di una sviluppabile ordinaria. Inoltre 
gli S441 di una tale sviluppabile sono appunto gli S444 tangenti 
fissi lungo le singole œ% generatrici alla V,41 di cui nella prima 
parte di questo n.; dimodochè, come ora risulta da quanto si è 
detto più sopra, se una Vy+1 rigata è tale che lungo ogni sua 
generatrice esiste uno Sy, tangente fisso, gli œ% 8,41 tangenti 
si distribuiscono in generale (in a modi diversi) in oo*—! sistemi 
semplicemente infiniti, composti degli spazi Sy1 di una sviluppa- 
bile ordinaria. 


(*) Più in generale, se lungo ogni retta generatrice vi è uno Se tangente, 
con 2ZeZx-+1, vi sono e—1 varietà Va toccate dalle generatrici (con 
un' avvertenza analoga a quella del testo). 

(**) Il sistema costituito da queste equazioni è di quelli che al n. 12 
si sono chiamati a caratteristica (generalmente si tratterà di sistemi non 
parabolici). Il secondo modo di caratterizzare tale V, fra i due che stiamo 
por esporre è appunto da raffrontare con la fine del n. 12. 

(**) Ogni Vn— di S, si trova, come facilmente si vede, in queste 
condizioni, e quindi si può assumere come una delle V, considerate nel 
testo, 
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27, — Altri modi di generalizzare la nozione di superficie 
. sviluppabile conducono alle seguenti proposizioni, 

Una V,., dello S, tale che ogni suo punto sia parabolico 
vale a dire tale che il suo cono quadrico delle tangenti tripunte 
abbia sempre una generatrice doppia, contiene ogni tale retta e 
ha lungo essa un iperpiano tangente fisso (Seere B n. 27). 

Se entro una V,+1 rigata ogni superficie rigata ha il primo 
indice di sviluppabilità v (con v -«— 1), la œ% si compone 
di o»"—! coni aventi i loro vertici sopra uno Sy_1, oppure ap- 
partiene ad uno spazio di dimensione — 2v (Bomprant H n. 17). 

Al Bowprant (H n. 18) è anche dovuto un risultato più gene- 
rale: consideriamo una V4 rigata, e conveniamo di dire che 
essa ha indice di sviluppabilità y quando è fisso lo spazio v-tan- 
gente nei punti di una generatrice generica e non lo spazio 
(y — 1)-tangente (*). Allora, in uno spazio ambiente di dimen- 
sione maggiore di 


(F1)... (ty —1) (p 2) _} 
y! 


una Vx+1 rigata tale che ogni Vp4+1 rigata in essa conte- 
pv—1l 
y—1 | 
composta di rette uscenti dai punti di uno spazio avente la 
dimensione 


* 


nuta abbia indice di sviluppabilità v [con aZ2pt ( è 


rt 


y— 1 


28, — Un altro indirizzo nelle ricerche di cui ci stiamo 
occupando è il seguente. Come deve essere costituito un sistema 
E di oS, (a — 1) affinchè uno S, generico di X incontri sempre 
in uno S, (con L= 0) tutti gli S, del sistema che gli sono infini- 
tamente vicini? Se lo 8, singolare di ogni S, è fisso per tutte le 
o» contenute nello œ% passanti per esso, il Srare (B n. 26) ha 


(*) Per p=1 la definizione si riduce a quella già nota per il primo 
indice di sviluppabilità di una superficie rigata. 
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trovato che la varietà luogo di tutti gli S, così ottenuti risulta 
tale che tutti gli S, della ox le sono tangenti, a meno che lo S, 
non sia lo stesso per tutti gli S,; e viceversa. 

La determinazione dei sistemi X in questione nel caso di 
a =2 è stato compiuto dal Seere (B, n.t 32-35) per le co? di 
piani, e per le o»? di S, qualunque dal Tkrracini (0). Occorre e 
basta che sia verificata una delle seguenti condizioni : 


1) gli S, di Y stanno in uno spazio di dimensione 25 — 1, 
oppure passano tutti per uno stesso S,, oppure ancora essi tagliano 
in Sy uno Sis fisso; 


2) gli S, di E sono tangenti ciascuno lungo uno $, ad 
una U¡ 1 luogo di o! S, (l< k — 1); 


3) gli S, di XE si ottengono considerando una «o? di 
S, (LI mzk; 1<k—1) tale che la U,,.. loro luogo ammetta 
lungo ciascuno di essi uno 5,4..,,—, tangente fisso, e conducendo 
uno S, generico per ogni Sm della œ? entro il corrispondente 
Sr-+m-—1 tangente. 


Al Terracini è pure dovuta la determinazione dei sistemi X 
in questione costituiti da piani, per « qualunque (i sistemi di 
rette si trattano in modo ovvio) Supposto ¿= 0 (se l= 1 si 
hanno soltanto delle soluzioni banali) e lasciando ormai da parte 
il caso æ= 2, e i casi in cui per ogni piano è fisso il punto 
in eui è incontrato dai piani infinitamente vicini, oppure lo S, 
che lo congiunge con tali piani (la prima di queste ipotesi è già 
stata considerata piü sopra, e la seconda si riduce alla prima 
per dualità in S;), si ha che per a — 3 i sistemi X sono costi- 
tuiti da piani che incontrano in rette un piano fisso: per a —3 
si hanno anche i sistemi oo? di piani di una quadrica generale Vj 
dello S,, e i sistemi dei piani che passano per le singole rette 
di una o? ricoprente una Us, dotata di S, tangente fisso lungo 
ogni generatrice, e sono situati entro i corrispondenti S, tangenti. 

Consideriamo ancora il caso in cui x è abbastanza grande 
(a=k + 1) e k qualunque (Terracini © n.t 7-10), e supponiamo 
che gli S, d'intersezione di uno S, di X con gli infinitamente 
vicini siano sempre distribuiti, per cosi dire, in modo uniforme 
sopra quello S,, cioó che per un punto generico di tale S, pas- 


764 APPENDICE III. 


sino 0%—*-1+! S, di E ad esso infinitamente vicini, i quali non 
seghino generalmente tale S, in uno spazio di dimensione >; 
allora si trova che gli S, di X stanno in una varietà DLs,.., di 
dimensione 2% — 1, e che essi (anche se non sono infinitamente 
vicini) si segano a due a due generalmente in uno #8, (in modo 
però che per un punto generico di uno 8, della I passano 
o»* —*-! S, della T, i quali generalmente non incontrano quello S, 
in uno spazio di dimensione >?) Supponiamo, per semplicità, 
che sia 1 = 0: il Terracini ha trovato che la varietà I sta neces- 


sariamente in uno spazio di dimensione LLE», e che, se 


la dimensione dello spazio ambiente raggiunge questo massimo, 


k (k+ 1) 
2 


oppure almeno supera + 1, la P in questione è neces- 


sariamente quella che rappresenta nel noto modo di GnasswaNN la 
totalità delle rette di uno spazio di % + 1 dimensioni (cosicchè 
è proprio œ= k + 1), oppure è una sua proiezione, 


$ 12. — Un tipo particolare di luoghi di spazi. 


29, — L'ultimo risultato citato risolve, in un caso particolare, 
il problema della determinazione di una oo* di S, che ricoprano 
una varietà di dimensione <a + k. In generale, questo problema 
sembra offrire notevoli difficoltà, Già per gli stessi sistemi di rette, 
dopo il caso banale di a = 2, e quello di a = 3, nel quale si 
trova facilmente che, se per ogni punto di una Fa passano co! 
rette della V, stessa, questa è una quadrica non degenere dello S,, 
oppure si compone di co! piani (*), per a — 4 la soluzione com- 
pleta non è più nota: il Tooriarm (**) ha trovato che se una V, 
è ricoperta da o»! rette (e non da o») essa è luogo di o? piani, 


(*) Severi: Intorno ai punti improprii . .., Rend, del Circolo Mat. di 
Palermo, tomo XV, 1901, n, 10. 

(**) Sulle varietà a k dimensioni contenenti œ* rette. Atti della R. Ao- 
cademia delle Scienze di Torino, vol. LVII, (1921). 
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oppure è luogo di co! quadriche Vi non degeneri di Sy, oppure 
appartiene al massimo a uno 8,; e se lo spazio d'appartenenza ha 
proprio dimensione 7, quella V, si ottiene come sezione mediante 
uno S; della V5 di S, che rappresenta, al modo di GmnasswaNN, le 
rette di uno 84 (*). 


30. — Il problema di cui si è detto al principio nel n. pre- 
cedente è stato particolarmente studiato nel caso in cui gli oo S, 
in questione sono gli S, (A + 1) — seganti di una varietà G,. 
Lasciando da parte il caso in cui G è una curva, che conduce 
solo a soluzioni banali, il caso in cui G è una superficie è stato 
trattato in modo completo da F. Pararir (**) e dal Terracini (H). 
Le superficie per le quali la varietà M ricoperta dagli S, (h + 1) — se- 
ganti ha dimensione minore di quella che compete all'analoga varietà 
relativa ad una superficie generica immersa nel medesimo spazio 
ambiente sono le superficie luoghi di co! linee situate in altrettanti 
S, per uno S,-1 fisso, con g< h, immerse in S,, con n zz 2h + 
4-q4- 2 (per le quali la varietà degli S, (h + 1) — seganti ha 
dimensione 2h + q + 1), e le superficie algebriche razionali dello 
Ssn rappresentabili in un piano mediante il sistema lineare 
delle curve d'ordine 2% aventi in comune un punto 2 (h — 1)"^ ed 
(4 — 1) punti doppi, o anche, per h= 4, mediante il sistema 
lineare di tutte le quartiche (per tutte queste superficie la varietà 
degli S, (h + 1) — seganti ha dimensione (34 + 1). 

Il fatto che per À = 1 si ottenga dal teorema ora enunciato, 
insieme coi coni, la superficie di Veronese (in accordo con un 
risultato precedentemente ottenuto dal Severi, loc. cit., v. il n° 8) 
paragonato con quello che questa superficie è pure caratterizzata 


(*) In un certo senso analoga alla questione di cui si è detto in questo 
n. è da ricerca delle superficie contenenti almeno ce? linee di tipo prestabilito : 
p. es, œ? linee piano, ciò che conduce a una notissima proprietà delle super- 
ficie di Veronese (che la caratterizza insiome con pochi altri tipi di super- 
ficie), oppure co* linee spaziali, caso a cui sono dedicate le due Note di 
Srare F o G. 

(**) Sulle superficie algebriche è cui Sy (h +1) — seganti non riem- 
piono lo spaxio ambiente, Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino, volu- 
me XL, (1906). 


Liv 
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dall’ essere in S,, con n=5, la sola superficie non cono i cui 
piani tangenti si incontrano a due a due (*) rientra nel teorema 
dovuto al Terracini (A), che pone in relazione l'eventuale abbas- 
samento di dimensione della varietà degli S, (h + 1) — seganti 
di una varietà G, immersa in uno spazio di dimensione n=(h+- 
+1)p +» con l'esistenza di + 1 qualsiansi suoi S, tangenti 
in uno spazio di dimensione minore dell ordinario; in quanto 
questa dimensione e quella si riducono, Puna in conseguenza 
dell'altra, a (h+ 1) p + h —$ (con i< 0) (**). In tal caso, di 
più, lo spazio [(4+ 1) p-- h —i| di 4+1 qualsiansi S, tan- 
genti della G, in questione è tangente alla G, in tutti i punti di 
una certa varietà di dimensione 


i+- 
= X 
31. — Per p= 2, h= 1 quanto or ora si è detto conduce 


alle superficie (che sono poi coni o superficie di Veronese) tali 
che lo S, di due loro piani tangenti generici risulti tangente alla 
superficie stessa in œ! altri punti. Lo Scorza (***) e il Terra- 
civi. (H) hanno anche studiato le superficie, immerse in 8,, con 
n= 6, (non coni) tali che lo S, individuato da due loro piani 


 tangenti generici contenga necessariamente i piani tangenti in oo! 


(*) In questo ordine di idee, citiamo il teorema più generale secondo il 
quale la sola superficio non rigata di S,, con n=, i cui piani tangenti 
si appoggino ad almeno co! piani, senza appoggiarsi di conseguenza ad una 
retta à la superficie di Veronese (V. Terracini J, e per un caso particolare 
Comessarri : Intorno alle superficie algebriche irregolari. .., Rend. del Oir- 
colo Mat. di Palermo, tomo XLVI 1922). 

(**) Perciò la determinazione che lo Scorza ha compiuto delle V, e delle 
V, con gli S,, o rispettivamente S, tangenti mutuamente socantisi (Rend. 
del Cire. Mat. di Palermo, tomo XXV, 1908, e tomo XXVII, 1909) fornisce 
le V, e V, per cui la varietà dolle corde ha dimensione minore dell’ ordinario 
(la ricerca, per quanto riguarda la V,, non è però condotta completamente a 
termine). 

(***) Un problema sui sistemi lineari di curve appartenenti a una 
superficie algebrica. Rend. del R. Ist. Lombardo, serie II, vol. XLI, 1908. 
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punti, e hanno trovato, come tali, le sviluppabili, i luoghi di oo! 
linee (eventualmente rette) in altrettanti piani per una retta fissa, 
e infine le superficie situate su un cono V$ di Veronese. 


32, — Il Terracinr (I) ha anche considerato, in relazione con 
una superficie F, le varietà, rispettivamente ®, e H,, costituite 
dagli Sg che ne congiungono i singoli punti ai singoli piani tan- 
genti, e dagli S, che ne congiungono le coppie di piani tangenti, 
allo scopo di studiarne gli eventuali abbassamenti di dimensione 
e anche aleune altre particolarità che esse possono presentare, 
come ora si dirà; particolarità tutte che stanno in stretta rela- 
zione con i problemi di determinare le superficie F per le quali 
hanno una intersezione di dimensione maggiore dell'ordinario ; 

a) un piano tangente e uno 8, osculatore generici ; 
b) un piano tangente e uno Sy osculatore generici ; 
c) due S, osculatori generici ; 
d) due S, osculatori generici. 


In base all'osservazione che, se gli spazi r-tangenti generici 
di una superficie F sono degli Sy, e se essi incontrano uno $, 
fisso in spazi di dimensione iz-d—, la F sta, con lo $,, in 
uno spazio di dimensione d- p — i (cosicchè tutti gli S, gene- 
rici di questo spazio ambiente segano lo S, in S), è chiaro che, 
detta è la dimensione dell'intersezione considerata nei precedenti 
problemi a), b), c), d), nei casi a) e b) è necessariamente i = 0, 
mentre il problema c) si spezza in due problemi c,), cs), secondo 
che si supponga i= 1, i= 0; e il problema d) in tre problemi 
d,), dj), dj) secondo che si supponga ¿=2, i= 1, i— 0. Quanto 
alla dimensione dello spazio ambiente, essa deve essere supposta 
=7 nel problema a), =8 nel problema b), = 9— i nel pro- 
blema c), e = 11 — i nel problema d). 

Allora le superficie che risolvono il problema a) sono anche 
le sole superficie di Sa, con n =7, per cui la dimensione £ della 
varietà P ha dimensione <7 (e precisamente dimensione 6). 
Inoltre le superficie di S,, con n>7 per cui la varietà ®, è 
toccata da uno stesso S; nei singoli punti di ogni S, generatore 
sono le superficie che risolvono il problema 5), e inoltre le super- 
ficie di quegli spazi che rappresentano una equazione di Laplace 
Senza essere soluzioni del problema a). 


I v. 
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Quanto alla varietà H, le superficie F non sviluppabili di S, 
per le quali essa ha dimensione e<<9 sono (*) le superficie che 
risolvono il problema c,), e per esse e — 7, e le superficie che 
risolvono il problema cz) oppure il problema d,) e per esse e= 8. 
Che se poi la H, in Sa, con n=10, ha da essere toccata da 
uno stesso Sy nei singoli punti di ogni suo S, generatore, le cor- 
rispondenti superficie sono quelle che risolvono il problema dj), 
e inoltre le superficie di quegli spazi che rappresentano una equa- 
zione di Laplace senza essere soluzioni del problema c). 

Finalmente, quanto alla soluzione effettiva dei problemi a), 
b), c), d), essa è fornita (salvo una limitazione che sarà detta 
più avanti, per quanto riguarda il problema d)), dalle seguenti 
superficie. 

Problema a), n= T. Luoghi (non degeneranti in coni) di co! 
linee (eventualmente rette) in altrettanti piani per una retta fissa. 

Problema b), n=8. Luoghi di co! linee (eventualmente piane, 
ma non rette) in altrettanti Sa per un piano fisso, non rappresen- 
tanti equazioni di Laplace, e le superficie algebriche razionali di 
S, o di S, rappresentabili su un piano mediante sistemi lineari di 
cubiche. 

Problema c,), n=8. Il problema coincide col problema a), 
salvo la diversa limitazione per la dimensione dello spazio ambiente. 

Problema cs), n= 9. Luoghi di co! linee (eventualmente rette) 
in altrettanti piani di una sviluppabile ordinaria con un punto 
fisso, non costituenti però una sviluppabile; e luoghi di co! linee 
in altrettanti S per un piano fisso che rappresentano una (sola) 
equazione di Laplace. 

Problema d,), n= 9. Il problema coincide col problema b), 
salvo la diversa limitazione per la dimensione dello spazio ambiente. 

Problema da), n2=10. Luoghi di œt linee (eventualmente 
piane, ma non rette) situate in altrettanti S, di una sviluppabile 
ordinaria con retta fissa, o di oo! linee (eventualmente appartenenti 
a S}, o a S,, ma non rette) situate in altrettanti S, per uno Sg 
fisso, con la restrizione, in entrambi i casi, che quelle superficie 
non rappresentino equazioni di Laplace; infine le superficie (non 


(*) Prescindendo, s’ intende, dalla soluzione triviale della superficie di Sy. 
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coni) situate su un cono Vj proiettante da un punto la superficie 
algebrica razionale, rappresentata su un piano mediante il sistema 
lineare delle curve di terzo ordine, 

Problema dy), n=11. Però il problema non 6 stato risoluto 
se non per n= 13, ottenendosi in tali spazi: le superficie situate 
su un cono proiettante da un punto una superficie di S,_, rap- 
presentante una (sola) equazione di Laplace senza che esse rap- 
presentino alcuna equazione di Laplace; le superficie luoghi di oc! 
linee giacenti in altrettanti S, di una sviluppabile con piano fisso, 
oppure in altrettanti S; per uno $, fisso, purchè, in entrambi i 
casi, esse non rappresentino equazioni di Laplace, e senza esclu- 
dere che quelle linee eventualmente appartengano a spazi di dimen- 
sione minore, purché sempre > 1; le superficie luoghi di o»! 
linee in altrettanti S, per uno Ss fisso, colla condizione che le 
tangenti a quelle linee incontrino lo S, fisso in punti appartenenti 
a una medesima superficie di Veronese (ma non tutti giacenti su 
una curva), e infine le superficie di S,, o di $,3 algebriche razio- 
nali rappresentabili su un piano con un sistema lineare ooM o 0013 
di curve del quarto ordine. 
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Sulle superficie aventi un sistema, o entrambi, 
di asintotiche in complessi lineari. 


Nota del Prof. Arrssawbro Terracini della R. Università di Torino. 


Di queste superficie mi occupai — da un punto di vista 
prevalentemente sintetico — in alcuni lavori (*), sui quali, per 
cortese invito del prof, Fupini, riferisco qui brevemente. 


1, - Prendiamo le mosse dall'osservazione di Segre (cfr. 
vol. I. $ 49, p. 278): se la rigata sghemba (g) viene trasformata 
mediante una congruenza W in una superficie (y) non rigata, 
le asintotiche di questa superficie corrispondenti alle generatrici 
rettilinee di (9) appartengono a complessi lineari. Invero, come ha 
osservato SEGRE, se y ò una, di queste asintotiche e g è la corri- 
spondente generatrice della (g), la considerazione delle oo! rette 
della congruenza che hanno i loro fuochi rispettivamente su queste 
due linee mostra che per ogni punto della curva y, entro il cor- 


(*) Sulle congruenze W di cui una falda focale è una quadrica, Scritti 
matematici offerti ad Eyrico D’ Ovipro, Torino, 1918; Sulle superficie le cui 
asintotiche dei due sistemi sono cubiche sghembe, Nota I, Atti della Soc, Nat. 
e Mat. di Modena, serie V, vol. V, 1919; Sulle superficie con un sistema 
di asintotiche in complessi lineari, Atti della R. Acc. di Torino, vol, LIX, 1924. 
In questi lavori si trovano varie citazioni. — Nella seconda di queste Note è 

- data, per la prima volta, una rappresentazione parametrica per tutte le super- 
fioio con le asintotiche dei due sistemi in complessi lineari, 


Lal do ERAS AER AAA T TTA RENET int uni Lie i de 


772 APPENDICE IV. 


rispondente piano osculatore, passa una retta di una congruenza 
lineare fissa; ciò che è sufficiente a dedurne l'appartenenza di 
y a un complesso lineare. 

Anche il teorema inverso, di Fusini (vol. I., p. 280) secondo 
il quale ogni superficie (y) con un sistema di asintotiche y in 
complessi lineari è trasformata per congruenze W di co? rigate, 
è suscettibile di una dimostrazione geometrica, che riproduco qui 
per dare un’idea dell’apparato dimostrativo su cui poggia anche 
il seguito della teoria. 

Chiamo P il complesso lineare cui appartiene un’asintotica 
generica y; e cerco se è possibile scegliere, entro ognuno degli oc! 
complessi lineari T, una sua retta g in modo che la superficie 
rigata (g) che è luogo di g venga a godere della proprietà che 
la congruenza lineare speciale delle rette ad essa tangenti nei 
punti di una sua generatrice generica g sia sempre entro il cor- 
rispondente complesso lineare P. 

Per maggior chiarezza, trasportiamo il problema nello S, della 
rappresentativa delle rette nello spazio; e consideriamo, in esso, 
la linea (Pp) luogo dei poli — rispetto a P - degli o%* S, imma- 
gini dei complessi P. La ricerca della rigata (g) si traduce nella 
ricerca di una linea (g) tracciata su P, tale che la retta ad essa 
tangente in un suo punto generico g — retta polare dello S5 immagine 
della congruenza lineare speciale testé nominata - passi per il 
polo Pr dello S, immagine di I. Perciò tutto si riduce a far si 
che le rette tangenti alla linea (g) si appoggino tutte quante alla 
linea (Pr) (in punti variabili). Ora, se per ogni punto della ® 
si immaginano le rette che lo congiungono colle intersezioni del 
proprio S, tangente colla linea (Py), queste rette tangenti invilup- 
pano sulla uno o più sistemi oo? di linee. Ciascuna di queste 
linee soddisfa alle proprietà richieste per la linea (g), solo che si 
abbia cura di scartare da esse le rette della P appoggiata alla (Pr). 

Ritornando ora allo spazio ordinario, se da un punto P 
scelto genericamente su una asintotica della superficie (y) si 
conduce la retta ¿ del corrispondente complesso lineare I° appog- 
giata alla corrispondente retta g di una, fissata arbitrariamente, 
tra le o»? rigate sghembe (g) ora costruite, è manifesto che questa 
retta è tangente, non solo alla y nel punto P, ma anche alla 
rigata (g) nel punto gt. Al variare del punto P su y, e dell asin- 
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totica y sulla (y), la £ descrive dunque una congruenza W nelle 
condizioni richieste, 

Dalla dimostrazione risulta anche che le oo? rigate del pre- 
cedente enunciato non dipendono dalla superficie (y) considerata 
in sè, ma solo dagli co! complessi lineari I° cui appartengono le 
sue asintotiche (fissati i quali la determinazione della (y) dipende 
ancora da una funzione arbitraria); e ancora che due qualunque 
fra quelle o? rigate sono trasformate l'una dell altra per con- 
gruenze W (corrispondendosi quelle loro generatrici che corrispon- 
dono a una stessa asintotica), — Ed è anche facile verificare che 
non esistono altre rigate di cui la (y) sia trasformata per con- 
gruenze W, salvo le oo? testò determinate (almeno fintantochd si 
imponga che le generatrici rettilinee della rigata corrispondano 
proprio alle asintotiche y). (*) 

2. - Volendo costruire una superficie (y) le cui asintotiche + 
di un sistema, generalmente curve, appartengano a complessi 
lineari, si possono assegnare ad arbitrio gli œ! complessi lineari IT 
(non speciali) cui debbono appartenere quelle asintotiche, e un’ a- 
sintotica Yọ appartenente a un complesso l`a prescelto fra quegli 00%; 
con ciò la superficie (7) risulta pienamente determinata. Invero 
(adottando per brevità il linguaggio degli infinitamente vicini) 
considero la congruenza lineare in cui la è segato dal complesso 
lineare l, ad esso infinitamente vicino entro la oo! assegnata, e 
la rigata della congruenza formata dalle rette di questa che escono 
dai singoli punti di yọ. Questa rigata ammette come asintotica Yo; 
e le varie sue asintotiche curve appartengono ai vari complessi 
lineari del fascio In D,: essa possiede dunque un'asintotiea 7, 
(infinitamente vicina a Yọ) nel complesso lineare l}. Analogamente 
si passa da y, a un'ulteriore asintotica Ya; e (y) viene costruita 


(*) Allo proprietà del testo aggiungiamo quella che due asintotiche y 
generiche sono tra loro proiettive. Se infatti chiamiamo Æ (y) la rigata delle 
tangenti, nei singoli punti di un’ asintotica y, alle asintotiche dell’ altro sistema, 
rigata lo cui gonoratrici appartengono a una congruenza lineare, dal fatto — 
subito verificato — che le asintotiche curvilinee di Æ (y) — fra cui appunto è 
la (y) - sono fra loro proiettive (corrispondendosi i punti su esse segati dalle 
generatrici) segue l'enuneiato, appena si osservi che la (y) appare come l'in- 
viluppo delle co! superficie R (y). 
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come luogo delle successive curve Yo, Yı, Ya, ecc. che risultano 
effettivamente sue asintotiche (cfr. la fine del n. 3). Nè esistono 
altre superficie soddisfacenti alle condizioni richieste. 


1 In questo modo, se gli œt complessi I° sono condotti ad ar- 
> bitrio per le congruenze lineari speciali delle tangenti ad una 
À rigata (g) lungo le singole sue generatrici, si ottengono tutte le . 


1 trasformate (non rigate) per congruenze W della superficie (g). 
\ Alcune proprietà interessanti si legano alla considerazione 
delle due superficie rigate (g') e (g") descritte dalle direttrici 
g e g” delle o congruenze lineari caratteristiche per gli o! 
¿ complessi lineari I° relativi a una superficie (7) del tipo considerato. 
Secondochè g' e g" sono generalmente distinte o no, ho chiamata 
la superficie (y) non speciale o speciale. Ebbene, attraverso la rap- 
presentazione iperspaziale, si trova anzitutto che le due rigate (g') 
e (g") sono trasformate l'una dell altra per congruenze W ; e poi 
che, viceversa, si può partire da due rigate (9°) e (9) falde focali 
di una congruenza W, e fissare una corrispondenza arbitraria fra 
i punti di due loro generatrici corrispondenti prefissate, g' e y”: 
allora esiste una (anzi due) superficie (y) ben determinata, con un 
sistema di asintotiche y in complessi lineari, per le quali le tan- 
genti principali dell'altro sistema si appoggiano a generatrici corri- 
spondenti delle rigate (9°) e (g"), determinando fra g' e g" proprio 
la corrispondenza prefissata. 

Ma la rappresentazione iperspaziale conduce a risultati notevoli 
anche per il caso delle superficie speciali. Per esse, si trova 
anzitutto che fra le trasformate per congruenze W di una data 
rigata (g) ve ne sono infinite di speciali, e che la determinazione 
dei relativi oo! complessi lineari dipende da un’equazione di 
Riccam. Allora, se per ognuno di questi co! sistemi di complessi 
lineari si immagina la rigata (g) luogo delle direttrici delle con- 
gruenze lineari speciali caratteristiche, due qualunque fra queste 
rigate (9°) sono ancora trasformate l'una dell’altra per congruenze W 
(corrispondendosi le direttrici omologhe di una stessa generatrice g). 
Ancora; si parta da una rigata qualunque (g'), e poi si tracci, in 
modo generico, una rigata (rọ) contenuta in una (qualsiasi) con- 
gruenza lineare speciale avente per direttrice una generatrice pre- 
fissata g, della (g^): esiste una superficie (y) speciale bene deter- 
minata, con un sistema di asintotiche in complessi lineari, per 
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la quale le tangenti principali dell'altro sistema si ripartiscono 
fra o»! congruenze lineari speciali aventi per direttrici le singole 
generatrici della (9), in modo che quelle corrispondenti alla g 
costituiscano precisamente la (r,). 


3. - Per le superficie (y) con un sistema di asintotiche in 
complessi lineari ho anche studiate le trasformazioni per con- 
gruenze W. 

Anzitutto, riprendendo l'osservazione iniziale del n. 2, al 
variare della linea Yọ entro il complesso ly, e restando fissi gli oo! 
complessi lineari P, si ottengono infinite superficie, dipendenti da 
una funzione arbitraria, con le asintotiche di un sistema tutte 
appartenenti a quei complessi lineari. Ebbene, due qualunque fra 
quelle superficie sono falde focali di una congruenza W, corri- 
spondendosi su esse le asintotiche appartenenti a uno stesso com- 
plesso lineare. Ma, di piü, risulta subito che se l'insieme delle 
superficie testó nominate si amplia con l'aggiunta delle oc? rigate 
che sono trasformate per congruenze W di una qualunque fra 
esse, tutte queste superficie sono ancora, a due a due, falde di 
congruenze W. 

Però, è essenziale notare che due superficie (y) e (8) cia- 
scuna delle quali abbia le asintotiche di un sistema (rispettivamente 
y e 2) appartenenti a complessi lineari possono. essere le falde 
focali di una congruenza W (corrispondendosi appunto quei sistemi 
di asintotiche) in modo che i complessi lineari delle asintotiche 
corrispondenti siano generalmente distinti. Conviene pertanto di- 
stinguere in due classi le trasformazioni per congruenze W delle 
superficie in questione. Precisamente, un esame piü accurato della 
questione mostra che, collocate in una prima classe le trasforma- 
zioni di cui si è detto al principio di questo n., conviene attri- 
buire alla seconda classe non solo quelle per le quali asintotiche 
corrispondenti stanno in complessi lineari generalmente distinti ; 
ma anche quelle che, pure appartenendo già alla prima classe, 
hanno tuttavia in comune con le trasformazioni ora nominate la 
particolarità che ciascuna delle rigate luoghi delle congiungenti 
punti corrispondenti di un'asintotica y e di un'asintotica è sta in 
una congruenza lineare (anzichè in un complesso lineare, come 
avviene per le rimanenti trasformazioni della prima classe). Queste 
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ultime trasformazioni appartengono dunque contemporaneamente a 
entrambe le classi. 

Posta questa definizione, mentre per le trasformazioni della 
prima classe non vi è altro da aggiungere, si pone ancora il pro- 
blema di assegnare tutte quelle della seconda classe. Orbene, esso 
viene completamente risoluto dalla seguente costruzione. Assegnata 
una superficie (y) con un sistema di asintotiche y in complessi 
lineari P, per trovare nel modo piü generale una superficie (0) 
che sia sua trasformata per congruenze W della seconda classe, si 
assuma ad arbitrio, entro «ogni complesso F, una congruenza 
lineare O, in modo che le œ} congruenze lineari così ottenute 
siano caratteristiche per una œ} di complessi lineari, e si tracci 
per ogni punto di ogni asintotica la retta della corrispondente 
congruenza C. La congruenza così ottenuta è una congruenza W, 
e la sua seconda falda focale fornisce la superficie (8) richiesta. 
Di più, le stesse considerazioni geometriche con le quali si dimo- 
stra tale teorema provano che nota (4), ogni superficie (2) (la cui 
determinazione dipende da una funzione arbitraria) si ottiene con 
sole operazioni di derivazione. 

Per le trasformazioni per congruenze W delle superficie in 
questione si ha anche un teorema di permutabilità. Ad esso sono 
giunto ricostruendo anzitutto da un punto di vista geometrico il 
teorema di permutabilità per le corrispondenze W in generale; 
ciò che avviene sfruttando sistematicamente la nozione di coppie 
di curve trasformate asintotiche luna dell altra, nozione già ap- 
profondita dal Brancni e suscettibile essa stessa di una trattazione 
sintetica assai semplice. Nel caso particolare che qui ci interessa 
quelle considerazioni geometriche, opportunamente completate, con- 
ducono al seguente risultato. Se nel teorema di permutabilità si 
suppone di partire da tre superficie (a), (8), (7) aventi ciascuna 
un sistema di asintotiche in complessi lineari, ognuna delle co! 
superficie che sono contemporaneamente trasformate per congruenze 
W della (a) e della (y) ha ancora un sistema di asintotiche in 
complessi lineari, se le trasformazioni fra (a) e (8) e fra (8) e (+) 
appartengono alla medesima classe; mentre nell’ ipotesi opposta 
fra quelle co! superficie ve ne à una e una sola dotata di tale 
proprietà, 

4. — Passiamo ora a considerare una superficie non rigata 
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8 — (y, v), le cui asintotiche dei due sistemi, rispettivamente y 
e x" stiano in complessi lineari, rispettivamente F e I". Ogni 
complesso I° è in involuzione con ogni complesso 1”, perchè se le 
corrispondenti asintotiche y e y’ escono dal punto P, la quadrica 
di Lw di 6 relativa al punto P viene ad avere le sue due 
schiere contenute l'una in F e l’altra in I". 

Quindi i due sistemi lineari contenenti l'uno gli oo! com- 
plessi T e l’altro gli co! complessi I" risultano involutorii; donde 
segue - essendosi escluse le rigate — che quei due sistemi lineari 
sono due reti involutorie (K), (K1). 

Possiamo allora distinguere i seguenti tre casi : 


I. — Le due reti hanno rispettivamente per basi le due 
schiere di una quadrica Q non degenere (caso generale). 


II, - Delle due reti una ha per base due fasci di rette 
Mo, Nr, l'altra i due fasci Mr, No, dove M, N sono due punti 
distinti, e o, © due piani distinti, tutti appartenenti a una retta r. 


III. - Le due reti hanno per base uno stesso fascio di 

rette Mp. contato doppiamente. 

Le superficie in questione, corrispondenti ordinatamente ai 
tre casi, si chiameranno di prima, seconda e terza specie. 

Ogni trasformata per congruenze W (non rigata) di una 
quadrica non degenere è una superficie di prima specie, come 
risulta da una duplice applicazione dell osservazione di Seere 
ricordata in principio. E, viceversa, ogni superficie di prima specie : : 
è trasformata per congruenze W di una quadrica non degenere, 
Q; perchè ora la linea (Pp) del n. 1 sta in un piano segante 
la «P secondo una conica non degenere, che si può assumere come 
una delle œ? linee (g)del 1, c.; la quadrica in questione è quella 
della schiera rappresentata su P da quella conica, 

Perciò, la ricerca delle superficie di prima specie è ricondotta 
a quella delle congruenze W di cui una falda focale è una È 
quadrica Q. Un teorema del Branoni assicura che tutte queste 
congruenze si ottengono conducendo le tangenti alle curve di un 
qualsiasi sistema ¿sotermo-coniugato di quella quadrica. E pressochè 
immediata la seguente interpretazione di quel teorema, che fornisce 
già una costruzione assai semplice di tutte le superficie di prima 
specie: si parta da una quadrica @ e la si trasformi in sè me- 
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diante una corrispondenza che muti in sé ciascun sistema di 
generatrici : le tangenti alle œ! curve trasformate delle sezioni 
fatte coni piani di un fascio generico costituiscono una congruenza 
W, la cui seconda falda focale è la più generale superficie di 
prima specie. 

Altre costruzioni per queste superficie ritroveremo più avanti. 
Qui osserviamo che se, in coordinate proiettive omogenee z,, ta, 
Xa, Ya, la Q è data parametricamente da 


%,: My: Tata = Uiviuo:l 


mentre il sistema inviluppato su Q, cui si è accennato, è, 
du dv 
TION + b (v) 


= 0, (*), si trova, in base a quanto si è detto 


per la superficie © richiesta (posto a' = Li , ecc.) 
241081054104 = 
=(b' — a')u--2a:(b' —a')u—2b: (b'— a) uv — 2 (bu — av) :b' — a’, | 


e per le coordinate £,, s, Ês, $4 di un piano che descriva la 
superficie inviluppo 


SER EATER = 


(a'-+b')v— 2b: (a'+0)u—-20:—(a'4+-0'):—(a'+0')uv+-2(av4-bu). 


Se @ è una superficie di seconda specie, fissata p. es. una sua 
asintotica y, la rigata descritta da una retta che tocchi @ in un 
punto di y e sia incidente alla retta r sta chiaramente in una 


(*) In queste equazioni bisogna però supporre che né a (u) nó è (v) siano 
polinomi quadratici, se non si vogliono ottenere delle rigate, La medesima av- 
vertenza vale per le superficie di seconda e di terza specie, 
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congruenza lineare speciale di asse r, contenente i due fasci Mo, 
Nr (intersezione del complesso lineare F, contenente la r, col com- 
plesso lineare speciale di asse r); e viceversa, In altre parole, si 
può ottenere quella superficie come seconda falda focale di una 
congruenza rettilinea, tale che la prima falda degeneri nella retta 7, 


e che le rigate della congruenza determinate dalle singole asinto- | 


tiche della seconda falda siano in quelle congruenze lineari spe- 
ciali di cui ora si è detto. Perciò si ottengono tutte le superficie 
di seconda specie partendo (in tutti i modi possibili) da r, M, N, 
o, ©, e determinando la 60 in modo che sussista la proprietà ora 
detta. Se si assume il tetraedro X,XXX, di riferimento in 
modo che X,=M, X =N, X,X¿X3=050, X,X,X,- t, si 
trova per la ©. 


2: 49:26: 24 = (a — b') u — 2a : (a —b') v + 2b: 2w: — 2 
con a (u), b(v) funzioni arbitrarie e 
6:6:6:6 = 2v: — Qu: a! Hb: (a! +0) wo — 2 (avt bu). 


Per una superficie 6 di terza specie si può seguire un pro- 
cedimento analogo che conduce a riguardare la 6 come seconda 
falda focale di una congruenza rettilinea con la prima falda dege- 
nerata in una qualsiasi retta r del fascio Mw, e tale che le rigate 
della congruenza determinate dalle singole asintotiche della seconda 
falda stiano in congruenze lineari speciali di asse r, le quali siano 
basi di fasci di complessi lineari appartenenti rispettivamente alle 
reti (K), (K”). Ciò porta alle equazioni parametriche 


2:8 i Bg $ a = 
= (a' — b) (u — v) — 2 (a + b): 2h (à — b') : 2 (u +v): 4; 


Eu: Êa: $a $ $y = 
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E — 4 Mat) (+0) — 2 (a4+0)], 


dove attualmente X,=M, X,X¿X3=p, e h indica una costante. 

Alle superficie di tutte tre le specie si lega poi la conside- 
razione di altre congruenze W : tali sono entrambe le congruenze 
direttrici di WrLozynski (come risulta facilmente dalla rappresen- 
tazione iperspaziale). Ma, limitandoci a superficie di prima specie, 
si può affermare, di più, che ciascuna di quelle congruenze diret- 
trici determina per sezione sulla quadrica @ una corrispondenza 
che muta in sè ciascuna delle due schiere, e che, in conseguenza, 
per ogni raggio di una di quelle congruenze i fuochi, e anche i 
piani focali sono coniugati rispetto alla Q. Ancora per le super- 
ficie di prima specie è chiaro che le tangenti principali di un 
sistema nei punti di un'asintotica dell'altro sistema si appoggiano 
a una stessa coppia di generatrici della Q. Anzi, si possono asse- 
gnare ad arbitrio le due corrispondenze che in tal modo prendono 
origine entro ciascuna delle due schiere di @, e, mediante le 
formole sopra indicate, si trova che la corrispondente superficie 
di prima specie è determinata, per quadrature, con una costante 
arbitraria, 


5. — Ad alcuni sviluppi interessanti conduce anche il pro- 
blema dell’esistenza e-della costruzione di una superficie 6 = (y, y’) 
contenente due asintotiche y, e y, assegnate. Si tratterà, natural- 
mente, di due curve uscenti da uno stesso punto /,, aventi ivi 
il medesimo piano osculatore (ma, come si può supporre, non la 
stessa tangente) e appartenenti rispettivamente a due complessi 
lineari in involuzione I, F6. Limitiamoei per brevità alle super- 
ficie di prima specie. Per esse, conviene intanto adottare, qualora 
le si consideri come trasformate per congruenze W di una data 
quadrica Q, una costruzione diversa da quella già ricordata: si 
assumano ad arbitrio le rette della congruenza che toccano Q nei 
punti di due generatrici g, g' di schiere diverse: allora la retta 
della congruenza W uscente da un punto generico M della @ 
sarà la generatrice uscente da M della schiera individuata dalle 
tre rette della congruenza che escono dagli ulteriori tre vertici del 
quadrilatero sghembo formato da g, g' e dalle due generatrici di @ 
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uscenti dal punto M ; la seconda falda focale della superficie così 
costruita dà ancora, nel modo più generale, una superficie di 
prima specie. 

Ciò posto, il problema sopra enunciato si risolve così. Si 
dovranno fissare le due reti involutorie (K), (K') di complessi 
lineari, in modo che contengano rispettivamente I, e Ti, e che 
si trovino nelle condizioni del caso I del n, 4: ciò si può fare 
in got modi. Chiamando Q la quadrica ricoperta dalle schiere 
basi di (K) e di (K'), sia M un suo punto di contatto con una 
tangente del fascio Mu, e siano g, g' le due generatrici per M, 
giacenti, la prima, con tutta la sua schiera (g), nei complessi 
di (K"), la seconda, con la sua schiera (g') in quelli di (K). La 
congruenza lineare speciale delle rette tangenti alla Q per es. 
lungo la g viene a stare nel complesso ly (col quale ha in 
comune una schiera e poi ancora una retta); cosicchè esiste una 
rigata Æ, contenente come generatrice la retta M P,, le cui singole 
generatriei toccano Q in un punto di g e sono oseulanti di Yọ» 
Così esiste una rigata £' che si comporta in modo analogo rispetto 
a g', To. Ebbene, se si applica la costruzione sopra esposta, assu- 
mendo come rigate della congruenza W circoscritte alla Q lungo 
le rette g, y” rispettivamente Æ, E”, la seconda falda focale è pro- 
prio una delle superficie richieste. Si ottengono dunque in tal modo 
oo* superficie di prima specie che risolvono il problema posto, nè 
ve ne sono altre. 


6. - Chiuderò osservando come anche l'identità già osservata 
nel testo (vol I, 8 47 B) fra le superficie di prima specie e le 
superficie a curvatura nulla della metrica ellittica si giustifichi 
con semplici considerazioni geometriche. 

Infatti, per dimostrare che le superficie @ sono, nel senso 
ora detto, a curvatura nulla, basta dimostrare che le asintotiche 

1 1 

TF? essendo Ti la cur- 
vatura dello spazio ellittico. Ora, se P, P, sono due punti infi- 
nitamente vicini di una di quelle asintotiche, e m, x, i corrispon- 
denti piani osculatori, la quaterna di punti formata da P, P, e 
dalle due intersezioni della loro retta colla Q è mutata dalla 
polarità nulla del complesso lineare cui appartiene quell'asinto- 


dei due sistemi hanno torsione costante + 
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tica 22) nella quaterna di piani costituita da x, x, e dai piani 
tangenti alla Q condotti per la stessa retta PP; = mm; donde 
appunto segue la proprietà esposta. 

Per stabilire l'inverso, si può partire dalla proprietà delle 
superficie a curvatura nulla in una metrica ellittica, che le tan- 
genti principali di un sistema nei punti di un'asintotica dell’ altro 
sistema sono parallele nel senso di Cuirrorb. Applicando questa 
proposizione a un'asintotica y (per la quale quelle tangenti prin- 
cipali, formanti la rigata R (y), si considerino come congiungenti 
dei singoli punti di y con quelli giacenti sull'asintotica infinita- 
mente vicina y, nelle direzioni delle tangenti principali conside- 
rate) e all'asintotica yı, ne discende che p. es. l’asintotica y, 
sta nel complesso lineare congiungente la congruenza lineare 
avente per direttrici le generatrici dell’assoluto a cui si appog- 
giano le rette di R (y) con l’analoga congruenza lineare infinita- 
mente vicina a cui appartiene R (1). 
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